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引言

序言

本文为代数拓扑讨论班同伦论部分中关于谱 (Spectrum) 的部分, 将从三个角度来看待
谱, 分别为:

1. (拓扑角度) 用以表示广义上同调的一串空间;

2. (范畴角度) 生象范畴的稳定化;

3. (代数角度) 用以标识 E∞-群的结构 (将 E∞-群视为连合谱).

本文主要参考 [Davies and Tatum, 2024], [Hebestreit, 2021], [Cnossen, 2025b]以及 [Achim Krause, 2024].
部分定理虽然不会予以证明, 但是仍然会给出相应的超链接 (基本上可以做到跳转到对应页
面).

注记. 本文完全不追求建立一套自足的体系, 只为介绍稳定同伦论中的最基础的概念, 因为
本文实际上是代数拓扑讨论班的讲义.

代数角度可观察 [Cnossen, 2025b, Chapter 5], 由于时间关系, 本文将不会写这一部分内
容.

符号与约定

若无特殊说明, 本文中范畴均指 (∞, 1)-范畴, 将经典的范畴称为 1-范畴, 并且默认读者
学过一些基础的 (∞, 1)-范畴理论 (其实读者也可以闭上眼睛装作都是范畴), 若无对应基础
知识, 可参考六函子理论讨论班的回放 (前三节内容) 以及香蕉空间.

• CW 复形有关符号与香蕉空间保持一致;

• 空间是指同伦等价于 CW 复形的拓扑空间, 全体空间所构成的范畴记为 S, 而其同伦
范畴记为 hS, 此时我们只关心同伦信息, 熟悉模型范畴或代数拓扑的读者此时可以知
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晓此时弱同伦等价即为同伦等价 (因为可以过渡到 CW 复形的弱同伦等价, 而 CW 复
形为 Quillen-Serre 模型结构的双纤维性对象);

• 本文在交换方块中使用 PB 作为 pullback 的缩写表示拉回图表, 而使用 PO 作为
pushout 表示推出图表. 而同伦拉回和同伦推出分别使用 hPB 和 hPO. 使用这种符号
主要是为第一章服务.

• 令 C 为范畴, 则 Ar(C) = Fun([1], C) 表示箭头范畴.

• Cat是指 (∞, 1)-范畴所构成的 (∞, 1)-范畴,而 1-范畴所构成的 (∞, 1)-范畴记为 Cat(1),
它是 Cat 的全子范畴. Ĉat 是全体大 (∞, 1)-范畴所构成的 (超大) (∞, 1)-范畴;

• FunL 是指全体保持余极限函子所张成的全子范畴, FunR 是指全体保持极限的函子所
张成的全子范畴;

• 当我们不强调 1-范畴时, 总是会省略脉的符号 (注意到 ∆n 是 [n] 的脉, 这可能会与平
移造成混淆, 我们这个时候有时使用 ∆n 来避免符号上的冲突), 此外, 我们往往使用花
体版本的符号来表示一个术语的高阶版本, 比如导出 1-范畴记为 D, 导出 (∞, 1)-范畴
记为 D.
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第1章 上同调理论与 Brown 可表
性定理

注记 1.0.1. . 本章全文中所使用范畴均为经典的 1-范畴.

1.1 同伦拉回与同伦推出

在一切开始之前, 我们先讲一些同伦论上的操作, 众所周知, 在同伦论中我们看重同伦关
系更甚于同构, 为此还特意提出了同伦范畴 hS 以对于同伦等价关系进行局部化.

但是在 S 中, 我们难以刻画出一个在同伦等价意义下不变的拉回和推出 (因为一般的拉
回和推出都是在同构意义下不变的), 而为了做到这一点, 我们就需要让我们的图表不再是严
格交换, 而是在相差一个同伦的意义下交换

比如说图表

L Y

X Z.

f ′

g′ g

f

我们想让它在同伦意义下交换, 那么我们就需要在 L 上做手脚, 使得 fg′ ∼ gf ′, 即构造
H : [0, 1] × L → Z 使得对于任意 l ∈ L 都有 H(0, l) = fg′(l) 且 H(1, l) = gf ′(l). 因此可以
归结出同伦拉回与同伦推出的定义

定义 1.1.1. . 考虑 S 中的图表
X

Y Z.

f

g

定义其同伦极限 (即同伦拉回) X ×h
Z Y 为

X ×h
Z Y := X ×Z,s Z

[0,1] ×Z,t Y = {(x, p, y) ∈ X × Z [0,1] × Y : p(0) = f(x), p(1) = g(y)}.
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Chapter 1. 上同调理论与 Brown 可表性定理

分别记 X ×h
Z Y 到 X 和 Y 的投影为 prX 和 prY . 考虑同伦 H :

(
X ×h

Z Y
)
× [0, 1]→ Z. 注

意到 H 给出 fprX 到 gprY 的同伦, 即

X ×h
Z Y Y

X Z.

prY

prX gH
∼

f

注意到此时我们考虑的 S 实际上应该是 (2, 1)-范畴, 不然无以容纳这一同伦信息. 其泛性质
表述如下: 给定带有态射 T → X×h

Z Y 的空间 T ∈ S, 都存在同伦意义下唯一的 tX : T → X

以及 tY : T → Y 使得 ftX ∼ gtY .

为方便起见, 使用
X ×h

Z Y Y

X Z.

prY

prX ghPB
f

表示同伦拉回

定义 1.1.2. . 考虑 S 中的图表
Z Y

X

g

f

定义其同伦余极限 (即同伦推出) X thZ Y 为

X thZ Y := X tZ,0 (Z × [0, 1]) tZ,1 Y = (X t Z × [0, 1]× Y )/ ∼

此处等价关系 ∼ 是将 (z, 0) ∈ Z × [0, 1] 与 f(z) ∈ X 以及 (z, 1) ∈ Z × [0, 1] 与 g(z) ∈ Y 粘
起来. 分别记两个分量到同伦推出的嵌入为 ιX 和 ιY . 考虑同伦 H : Z × [0, 1]→ X thZ Y 为
(z, t) 7→ (z, t), 使得其满足 H0 = ιXf 且 H1 = ιY g, 因此其定义了 ιXf 到 ιY g 的同伦, 即

Z Y

X X thZ Y.

g

f ιYH
∼

ιX

其泛性质表述如下: 给定带有态射 X thZ Y → T 的空间 T ∈ S 相当于给定 tX : X → T 以
及 tY : Y → T 使得 tXf ∼ tY g.
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Chapter 1. 上同调理论与 Brown 可表性定理

同伦推出可绘作下图

f(Z)

X

Z × [0, 1]

Y

g(Z)

为方便起见, 使用
Z Y

X X thZ Y.

g

f ιYhPO
ιX

表示同伦推出.

注记 1.1.3. . 从上述架构可以看出 S 不仅仅是 (1, 1)-范畴, 我们的定义中需要用的它可逆
的高阶态射, 所以其实应当被当作 (∞, 1)-范畴.

而后给出一些结构,

定义 1.1.4. . 给定态射 f : X → Y , 则

• f 在 y ∈ Y 处的同伦纤维是指以下同伦拉回

f−1,h({y}) ∗

X Y.

yhPB
f

• f 的同伦余纤维是指以下同伦推出

X Y

∗ Y thX ∗.

f

pr hPO

其可以被具体地刻画为

Y thX ∗ := Y tX (X × [0, 1])/X × {1}

常将其记为 C(f). 给定带有零伦 gf ∼ constz 的 g : Y → Z, 记其对应同伦为 H, 则
H0 = gf , H1 = constz. 由此根据同伦推出的泛性质得到典范态射

C(f)→ Z, y 7→ g(y), (x, t) 7→ H(x, t).

称序列 X
f−→ Y

g−→ Z 为余纤维列是指 Z ' C(f).
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Chapter 1. 上同调理论与 Brown 可表性定理

例 1.1.5. . 取 f = idX , 则同伦余纤维 C(idX) 即为 X 的锥, 记为 C(X). 注意到 C(f) =

Y tX C(X).

接下来考虑带点的情况,

注记 1.1.6. . 当 (X,x) ∈ S∗ 为带点空间时, x : ∗ → X 沿自身的同伦拉回即为 ΩX:

ΩX = Ω(X,x) := {p : [0, 1]→ X : p(0) = p(1) = x}

选定基点 constx,可将 ΩX 视为带点空间,称为环路空间. 给定带点空间之间的态射 (X,x)→
(Y, y), 不难发现其诱导出 Ω(f) : Ω(X)→ Ω(Y ), p 7→ f ◦ p, 因此 Ω 定义出函子

Ω: S∗ → S∗.

(X,x) 在 S∗ 中的锥称为约化锥, 它被刻画为 C̃(X) := C(X)/{x} × [0, 1]. 类似地, 对于
带点空间间的态射 f : X → Y , 可定义 f 的约化同伦余纤维为 C̃(f) = Y tX C̃(X). 对于带
点空间间的态射链 X

f−→ Y
g−→ Z, 称其为余纤维列是指 gf ∼ const∗ (这一条件是确保图表在

同伦意义下交换) 且其诱导了同伦等价 C̃(f) ' Z.

例 1.1.7. . 令 X ∈ S 为空间, 则 X → ∗ 的同伦余纤维被称为纬悬, 记为 SX. 当
(X,x) ∈ S∗ 为带点空间时, 其约化纬悬定义为商 ΣX := SX/({x} × [0, 1]). 不难发现后者定
义出函子 Σ: S∗ → S∗, 将 f : (X,x)→ (Y, y) 映为 Σ(f)[(x, t)] := [(f(x), t)].

练习 1.1.8. . 说明具有伴随 Σ a Ω.

最终可以总结发现, 在 S∗ 中对于带点空间 (X,x), 有

ΩX ∗

∗ X

hPB 以及
X ∗

∗ Σ(X)

hPO

分别为同伦拉回和同伦推出图表. 在随后两章中我们将对此进行更加深入的探索, 说明 Ω 是
在降低一个维数而 Σ 是在提升一个维数.

1.1.1 同伦群, 连合与连通

定义 1.1.9. . 对于 k ≥ 0 与带点空间 (X,x) ∈ S∗, 则定义 πk(X,x) 为

πk(X,x) := [Sk, X]∗

不难发现
πk(ΩX) = [Sk,ΩX]∗ ' [ΣSk, X]∗ = πk+1(X).
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Chapter 1. 上同调理论与 Brown 可表性定理

命题 1.1.10. . 对于 k ≥ 1 时, πk(X) 具有群结构, 特别地, 当 k ≥ 2 时, πk(X) 具有 Abel
群结构.

证明. 群结构由 ΩX 为群对象, 且 k ≥ 1 时 πk(X) ' πk−1(ΩX) 可知, 而 k ≥ 2 时 πk(X) =

πk−2(ΩΩX) = [Sk−2,Ω(ΩX)], 这相当于说 πk(X) 上具有两重不同的运算, 根据 Eckmann–
Hilton 论证即知具有交换性.

因此在 k ≥ 1 时, 将 πk(X,x) 称为同伦群. 而在 k = 0 时, 称为连通分支.

注记 1.1.11. . 不难发现当 k = 1 时 π1(X,x) 即为基本群.

定义 1.1.12. . 对于 n ≥ 1, 称空间 X 是 n-连通的是指其为连通的且同伦群在 k ≤ n 时处
平凡. 此时也称 X 是 (n+ 1)-连合的. 一般记 S≥n ⊆ S 为 n-连合空间所构成的范畴.

注记 1.1.13. . 一般我们描述谱的时候比较喜欢用连合. 不过在本文中, 哪个比较方便就用
哪个.

定义 1.1.14. . 设 X,Y 为空间, f : X → Y 是连续映射. 称 f 为弱同伦等价, 如果它满足
以下性质:

• f 诱导 π0 的双射:
f∗ : π0(X) ' π0(Y ).

• 对任意自然数 n > 0 及任意 x ∈ X, f 诱导第 n 阶同伦群的同构:

f∗ : πn(X,x) ' πn(Y, f(x)).

此时, 也称空间 X,Y 弱同伦等价. 一般地, 拓扑空间的弱同伦等价是指上述关系生成的等价
关系.

定理 1.1.15. (Whitehead). 设 X,Y 为 CW 复形, 若 f : X → Y 为弱同伦等价则
f : X → Y 为同伦等价.

警告 1.1.16. . Whitehead 定理成立的条件是 f : X → Y 为一个态射时, 而非是逐 πi 都存
在同构, 一个著名的反例是考虑 X := S2 × RP3 与 Y := S3 × RP2 的情况, 它们具有相同的
万有覆叠 S2 × S3 因此对于 n ≥ 2 时, πn(X) ' πn(S

2 × S3) ' πn(Y )(参见 [Hatcher, 2002,
§ 4.1 习题 4.]), 而在 n = 1 时, 由于二者均为 Z/2 作用得到 X 和 Y 的基本群均为 Z/2. 但
是若具体计算它们的同调群会发现它们的同调群不相等, 使用 Künneth 公式计算即可.
此外还具有一个反例, S2 × S2 和 CP2 #CP2 的同伦群和同调群均逐次同构 (π0 为双

射), 但是仍然非同伦等价, 可参见Math StackExchange.
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Chapter 1. 上同调理论与 Brown 可表性定理

1.2 Eilenberg–Maclane 空间与上同调

1.2.1 定义以及基本性质

定义 1.2.1. . 对于 n > 0 以及群 G(当 n ≥ 2 时交换), 称连通空间 X ∈ S 为 (G,n)-型
Eilenberg–Maclane 空间是指

πi(X) '

G, i = n

∗, 其它情况.

一般将 (G,n)-型 Eilenberg–Maclane 空间记为 K(G,n), 此处 K 应当来源于德语 Klass(并
不确定, 在 [Eilenberg and MacLane, 1945] 中只给出了其直接构造, 并未说明名词来源), 表
示类.

以下给出一些 Eilenberg–Maclane 空间的例子

例 1.2.2. . 1. S1 即为 K(Z, 1);

2. RP∞ ' K(Z/2, 1), 为说明这一点, 只需观察到 RP∞ 的万有覆叠 S∞ 是可缩的并且有
均匀作用 Z/2 = {±1} 通过 (±1, x) 7→ ±x 作用于 S∞ 使得 S∞/ ∼' RP∞ 即可;

3. CP∞ ' K(Z, 2), 因为有纤维列 S1 → S∞ → CP∞, 再次使用 S∞ ' ∗ 这一事实, 可以
计算得到 πi+1(CP∞) ' πi(S

1), 再利用 S1 ' K(Z, 1) 即可.

命题 1.2.3. . 令 n > 0, G 为群 (当 n ≥ 2 时为交换群), 则 ΩK(G,n) ' K(G,n− 1).

证明. 直接计算即可

πi(ΩK(G,n)) = [Si,ΩK(G,n)]∗ ' [ΣSi,K(G,n)]∗ ' [Si+1,K(G,n)]∗ = πi+1(K(G,n)).

因此在同构意义下, 我们有以下序列

K(G, 0)
Ω←− K(G, 1)

Ω←− K(G, 2)
Ω←− · · · Ω←− K(G,n)

Ω←− · · · (1.1)

1.2.2 Eilenberg–Maclane 空间的构造

以下对于 n > 1 时给出一种构造 Eilenberg–Maclane 空间的方式, 这亦可表明任意
Eilenberg–Maclane 空间总能由 CW 复形构造出, 对于 n = 1 的情况参见 [Hatcher, 2002,
Example 1B.7.].

回忆 Hurewicz 定理:

定理 1.2.4. (Hurewicz). 令 n ≥ 1, 对于 n-连合的拓扑空间 X, 有
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• n = 1 时, H1(X) 是 π1(X) 的交换化;

• n > 1 时, Hn(X) = πn(X), 且对于 i < n 有 Hi(X) = πi(X) = 0.

首先构建一个 n-连合的 (n + 1) 维 CW-复形 X, 使得 πn(X) ' G, 为此考虑底空间∨
α Sn

α, 这样可以得到 n-连通空间, 而后沿态射 ϕβ 粘接上 (n+ 1)-胞腔, 即有推出图表∨
β S

n
∨

α Sn

∨
β D

n+1 X.

φβ

PO

因此由 Mayer–Vietoris 序列可知

Hn(X) '

(⊕
α

Z

)
/〈[ϕβ ]〉,

此处 [ϕβ ] 表示 ϕβ 的同伦类. 而我们知道任意群均可表为某个自由群的商, 因此只需选择合
适的 β 即可, 此时根据定理 1.2.4 可知 G = Hn(X) ' πn(X).

而后只需粘接高阶胞腔并且保证更高阶的同伦群都消失即可. 为此归纳地给出构造, 对
于 φα : S

n+1 → X, 取 Y := X tϕγ
Dn+2, 由 CW 逼近可给出 X ↪→ Y , 而对于 i ≤ n, 这诱

导出 πi 上的同构, 此外由于 πn+1(Y ) 中的元素实际上为 Sn+1 → X, 因此有 πn+1(Y ) = 0.
以此归纳构造得到空间 K(G,n).

1.2.3 Eilenberg–Maclane 空间与上同调

以下命题给出 Eilenberg–Maclane 空间与上同调之间的关系.

定理 1.2.5. . 令 n > 0 且 G 为 Abel 群, 对于空间 X ∈ S 有自然双射 [X,K(G,n)]∗ '
Hn(X;G).

证明. [Hatcher, 2002, Proposition 4.57.], 或根据定理 1.4.5 计算得到

因此, 固定 Abel 群 G, 我们知道每个 K(G,n) 就对应于 G-系数 n-阶上同调群, 而
在 (1.1) 中所给出的链相当于全体的 G-系数上同调. 我们将这种结构称为谱.

定义 1.2.6. . 预谱 X∗ 由以下信息构成:

• 一列带点空间 X0, X1, · · · , Xn, · · · ;

• 对任何 n ≥ 0, 有保持基点的态射 σn : ΣXn → Xn+1 表示升维.

称 X 为 谱, 是指对于任何 n ≥ 0, σn 的伴随态射 Xn → ΩXn+1 为同伦等价.

12
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给定谱 Y∗ = (Yn)n≥0, 则谱之间的态射 f : X∗ → Y∗ 是一列带点态射
(
Xn

fn−→ Yn

)
n
并

且满足以下相容性条件: 存在同伦 Hn 使得以下图表交换

Xn ΩXn+1

Yn ΩYn+1.

fn

∼

Ωfn+1
Hn

∼

可以把谱视为某种烤串, 每个拓扑空间就是烤串上的肉, 虽然这样疑似并不合适.

例 1.2.7. . 固定 Abel 群 G, 定义 A 的 Eilenberg–Maclane 谱为 H(A)n := K(G,n).

1.3 谱与广义上同调

以下我们探究一个问题:

更广义的上同调是否能够被某个谱所表出?

答案是肯定的.
不过我们应该先确定什么是广义上同调.

定义 1.3.1. . 广义上同调理论 (或简称为上同调理论) 是指由以下信息所构成的二元组
(E∗, ∂)

• E∗ : hSop
∗ → AbZ 为函子,

• 纬悬同构
∂ : E∗(−) ∼→ E∗+1(Σ(−)).

满足以下条件:

• (楔和) 对于任意一族带点空间 {Xi}i∈I , 含入函子 ιi : Xi ↪→
∨

i∈I Xi 诱导出自然同构

(ι∗i )i∈I : E
∗

(∨
i∈I

Xi

)
∼→
∏
i∈I

E∗(Xi).

特别地, 当 I = ∅ 时, E∗(∗) ' 0;

• (正合性) 带点空间的余纤维列 X
f−→ Y

g−→ Z 诱导出正合列

E∗(Z)
g∗

−→ E∗(Y )
f∗

−→ E∗(X)

注记 1.3.2. (映射锥). 事实上, 给定余纤维列 X
f−→ Y

g−→ Z, 我们可以继续往后求余纤维,
Y → Z 的余纤维等价于 Σ(X)(在同调代数中的类比是映射锥), 而 Z → Σ(X) 的余纤维是
Σ(Y ). 据此给出一串余纤维列, 称为 Puppe 序列:

X
f−→ Y

g−→ Z → Σ(X)
Σ(f)−−−→ Σ(Y )

Σ(g)−−−→ Σ(Z)→ Σ2(X)→ · · ·

13
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作用上函子 E∗ 后给出一串长正合列

· · · f∗

−→ En−1(X)→ En(Z)
g∗

−→ En(Y )
f∗

−→ En(X)→ En+1(Z)→ · · · .

注记 1.3.3. (相对上同调). 对于每个上同调理论 E∗, 对于 CW-对 (X,A) 可定义相对上
同调 E∗(X,A) := E∗(X/A), 根据注记 1.3.2 可用余纤维列 A+ → X+ → X/A 恢复出相对
上同调的长正合列 (参见 [Hatcher, 2002, page 199]).

以下说明每个谱都可以建立起一种上同调理论

构造 1.3.4. . 令 E = (En)n≥0 为谱. 定义 E∗ : hSop
∗ → AbZ 为

Ek(X) :=

[X,Ek]∗, k ≥ 0

[Σ−kX,E0]∗, k < 0.

给定同伦等价 Ek ' ΩEk+1 ' Ω2Ek+2, 由与命题 1.1.10 相似的构造可知 Ek(X) 具有 Abel
群结构. 最后构造 ∂, 当 k ≥ 0 时它由下式给出

∂ : Ek(X) = [X,Ek]∗ ' [X,ΩEk+1]∗ ' [ΣX,Ek+1] = Ek+1(ΣX),

而 k < 0 时, 它定义为 Ek(X) = [Σ−kX,E0]∗
∼→ [Σ−(k+1)ΣX,E0]∗ = Ek(ΣX) 这一同构.

命题 1.3.5. . 令 E 为谱, 则 (E∗, ∂) 确实构成上同调理论.

证明. 对于同伦态射 f ∼ g : X → Y , 其诱导出相等的 f∗, g∗ : Ek(X)→ Ek(Y ), 因此 Ek 是
良定义的. 给定一族带点空间 {Ai}i∈I , 从

∨
i∈I Ai 到 Ek 的态射对应于一族态射 Ai → Ek,

由于这一过程保持带点同伦等价类, 因此得到

Ek

(∨
i∈I

Xi

)
=

[∨
i∈I

Xi, Ek

]
∗

'
∏
i∈I

[Xi, Ek]∗ =
∏
i∈I

Ek(Xi);

还需说明 k < 0 的情况, 而这由 Σ−k 为 Ω−k 的左伴随保持余极限接下来说明满足正合
性,

本章的目标是说明满足一定条件的广义上同调理论就可以被谱表出.

1.4 Brown 可表性定理
定义 1.4.1. . 考虑函子 F : hSop

∗ → Set.

1. 称 F 满足楔和公理是指 F 保持乘积 (注意到 hSop
∗ 中的乘积是楔和 ∨).

14
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2. 称 F 具有 Mayer–Vietoris 性质是指对于任意连通带点空间所构成的同伦推出图表

C A

B X

k

l i

j

hPO

都诱导出满射
(i∗, j∗) : F (X) ↠ F (A)×F (C) F (B).

注记 1.4.2. . 若 F 满足楔和公理, 那么对于 X ∈ hS∗, 因为 [ΣX,Y ]∗ ' [X,ΩY ]∗, 从而
ΣX 是 hS∗ 中的余群对象, 因此可以根据 Eckmann–Hilton 论证可知 F (Σ2X) 带有 Abel 群
结构.

接下来解释如何由前文所提到的 Mayer–Vietoris 性质恢复出 Mayer–Vietoris 公式, 为
此先给出一个事实

事实 1.4.3. . 给定同伦交换图

X2 Y2

X0 Y0

X1 Y1

X Y

f1

f

f0

f2

若左右两个面都是同伦推出, 则其水平方向上态射的同伦余纤维会给出同伦推出图表

C(f2) C(f0)

C(f1) C(f).

hPO

验证是不难的, 只需说明 (Y0 thY2
Y1) thX0th

X2
X1
∗ ' (Y0 thX0

∗) th
Y2th

X2
∗ (Y1 thX1

∗) 即可, 将
其放入 (∞, 1)-范畴中视为一般的推出使用余极限交换道理即可说明这点.

注记 1.4.4. . 若 F : hSop
∗ → Set 穿过 Ab, 则 Mayer–Vietoris 性质结合事实 1.4.3 考虑图

15



Chapter 1. 上同调理论与 Brown 可表性定理

表

∗ C

A A

B B

A ∨B X

f1

f

f0

f2

可知 A ∨ B → X 的余纤维即为 C(f), 而根据事实 1.4.3 可知其为 ΣC = C[1](同理可证明
X → ΣC 的余纤维是 ΣA ∨ ΣB). 将三角旋转变为余纤维列 C → A ∨ B → X 再作用上 F

后得到正合列
F (X)

(i∗,j∗)−−−−→ F (A)× F (B)
k∗−l∗−−−−→ F (C)

若 F 还满足楔和公理, 那么余纤维列 A ∨B → X → ΣC 可以延拓为长正合列

· · · → F (ΣA)× F (ΣB)
(Σk)∗−(Σl)∗−−−−−−−−→ F (ΣC)

∂−→ F (X)
(i∗,j∗)−−−−→ F (A)× F (B)

k∗−l∗−−−−→ F (C).

自此 Brown 可表性定理已然呼之欲出, 我们给出其陈述.

定理 1.4.5. (Brown). 令 hS≥1
∗ 为连通带点空间所构成的范畴,则函子 F : (hS≥1

∗ )op → Set
可表当且仅当其满足楔和公理以及 Mayer–Vietoris 公式.

警告 1.4.6. . 带点以及连通性均不可缺少, 否则就可以找到反例.

以下为证明 Brown 可表性定理做一些准备工作, 根据 Yoneda 引理对于连通空间 Z, 以
及 ξ ∈ F (Z), 可以得到自然变换

Tξ : [X,Z]∗ → F (X), (X
f−→ Z) 7→ f∗ξ

其中 f∗ := F (f) : F (Z)→ F (X). 称 ξ 关于 n ≥ 0 是 n-万有元是指

Tξ : πk(Z) = [Sk, Z]∗ → F (S)

在 1 ≤ k < n 上为双射, 且在 k = n 时为满射. 称 ξ 是万有元是指对于任意 n ≥ 0 都有 ξ 为
n-万有元.
下述命题将告诉我们这些定义的作用.

命题 1.4.7. . 令 F : (hS≥1
∗ )op → Set 为满足楔和公理以及 Mayer–Vietoris 公式. 则对于

带点空间 X ∈ S∗ 以及每个 η ∈ F (X), 都存在带点空间 ZX ∈ S∗ , 带点态射 fX : X → ZX

以及万有元 ξX ∈ F (ZX) 使得 f∗
X(ξX) = η.

证明. 我们分两步构造满足条件的 ZX .
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第一步. 首先构建一列态射
X =: Z0

f0−→ Z1
f1−→ · · ·

使得 F (Zn) 中的 n-万有元 ξn 满足 f∗
n(ξn+1) = ξn ∈ F (Zn), 且 ξ0 = η ∈ F (X). 通过

对于 n 进行归纳来构造这一序列, 当 n = 1 时, 我们可以试着定义出一个足够好的底
空间 Z1, 即定义

Z1 := X ∨
∨
m≥1

∨
γ∈F (Sm)

Sm

如此一来根据楔和公理可知

F (Z1) ' F (X)×
∏
m≥1

∏
γ∈F (Sm)

F (Sm),

此时不难发现可将 ξ1 选取为这样的元素: 其在 F (X) 处的投影为 η, 且在 γ ∈ F (Sm)

所对应的 F (Sm) 中选取为 γ. 注意到此时对于任意 k ≥ 1, 都有满射 (此时带点态射
f : Sk → Z1 都可以对应到某个 γ ∈ F (Sm) 中, 从而 f∗ξ1 = γ)

Tξ1 : [S
k, Z1]∗ ↠ F (Sk)

由此可知 ξ1 至少是 0-万有元且其也为 1-万有元.

接下来对于 n ≥ 1 的情况, 我们想造出 Zn 使得其上具有 n-万有元, 不过由于对于任
意 k ≥ 1 在 Z1 上我们具有满射 [Sk, Z1]∗ ↠ F (Sk), 因此我们需要做的事情就只剩下
将多余的信息注释掉. 现在对于 n ≥ 1, 假设我们已经定义出了合适的 Zn, 可定义

Kn := {[f ] ∈ [Sn, Zn] : f
∗ξn = 0 ∈ F (Sn)}

不难发现 Kn 就是我们要注释掉的信息, 而注释它们的方式就是进行同伦意义下的推
出 (因为 Dn ' ∗, 因此对于 CW 复形 Zn, 将需要注释掉的 Sn 填充为 Dn+1 即可), 定
义 Zn+1 为同伦推出 ∨

[f ]∈Kn
Sn Zn

∗ '
∨

[f ]∈Kn
Dn+1 Zn+1.

hPO fn

那么此时对于全体 [f ] ∈ Kn 都有 f∗(ξn) = 0, 因此根据 Mayer–Vietoris 公式可知
F (Zn+1)→ F (Zn)×∨

[f]∈Kn
F (Sn)

∨
[f ]∈Kn

F (Dn+1)为满射,因此存在 ξn+1 ∈ F (Zn+1)

使得 f∗
nξn+1 = ξn ∈ F (Zn). 以下说明 ξn+1 是 (n+ 1)-万有元, 根据假设可知我们只需

说明 [Sn, Zn+1] → F (Sn) 为双射即可, 而满射是构造时便已经成立的, 我们刚刚又注
释掉了不满射的信息, 因此自动成为双射.
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第二步. 现在我们有 Zn 以及 n-万有元 ξn, 以下给出 ZX 的构造, 由 Zn 到 Zn+1 的构造以及
(n+ 1)-万有元同时为 n-万有元可知, 应当将 ZX 定义为同伦余极限

ZX := holim−−−→nZn :=

∨
n≥1

Zn ∧ [n, n+ 1]+

 / ∼

此处 ∼ 定义为 (xn, n + 1) ∼ (f(xn), n + 1). 接下来验证 ZX 就是我们所要找到的东
西, 不难发现该同伦余极限同构于同伦推出∨

n≥0 Zn

∨
k≥0 Z2k

∨
k≥0 Z2k+1 ZX

hPO

∨
n≥0 Zn →

∨
k≥0 Z2k 由 n = 2k时取为 id而 n = 2k+1时取为 f2k+1 : Z2k+1 → Z2k+2

给出. 类似地,
∨

n≥0 Zn →
∨

k≥0 Z2k+1 在 n = 2k + 1 时取为 id 在 n = 2k 时取为
f2k : Z2k → Z2k+1.

因此根据 Mayer–Vietoris 公式可给出 ξ ∈ F (ZX) 使其限制到 F (Zn) 上为 ξn. 接下来
说明 ξ 是万有元. 只需考虑

[Sk, Z0] · · · [Sk, Zk] [Sk, Zk+1] [Sk, Zk+2] · · · [Sk, ZX ]

F (Sk)

Tξ0
Tξk

∼

Tξk+1

∼

Tξk+2

∼

Tξ

不难发现对于 n > k 都有 Tξn 为双射.

以下证明 Brown 可表性定理.

定理 1.4.5 的证明. F 可表推 F 保楔和公理与 Mayer–Vietoris 公式是显然的. 我们来证明
反向的情况.

对于 X = ∗ 且 η := 0 ∈ F (∗) 为唯一的元素的情况使用命题 1.4.7 可知存在 Z := Z∗ 以
及 ξ := ξ∗, 使得 ξ 为万有元. 接下来说明对于任意带点空间 X 都有双射

Tξ : [X,Z]∗ → F (X), (X
f−→ Z) 7→ f∗ξ

分为满与单的情况进行说明:

满射. 选取 η ∈ F (X) 而后考虑空间 X̃ := X ∨ Z 且 η̃ ∈ F (X̃) ' F (X) × F (Z) 为对应于
(η, ξ) 的元素. 由命题 1.4.7 可知存在空间 Z̃, 带点态射 f̃ : X̃ → Z̃ 以及 ξ̃ ∈ F (Z̃) 使
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得 f̃∗(ξ̃) = η̃. 令 g 表示复合 Z ↪→ X ∨ Z
f−→ Z̃. 则有 g∗(ξ̃) = ξ, 并且对于全体 k ≥ 0

都有

πk(Z) = [Sk, Z]∗ [Sk, Z̃]∗ = πk(Z̃)

F (Sk).

g∗

Tξ T
ξ̃

由于 ξ 和 ξ̃ 均为万有元, 因此 Tξ 与 Tξ̃ 均为双射, 从而构成弱同伦等价, 根据定
理 1.1.15 可知 g : Z → Z̃ 为同伦等价. 从而 [X,Z]∗ → [X, Z̃]∗ 也为双射. 从而有交换
图表

[X,Z]∗ [X, Z̃]∗

F (X).

g∗

Tξ T
ξ̃

因此构成满射 (不过不一定是单射).

单射. 给定使得 η := f∗(ξ) = g∗(ξ) 的 f, g : X → Z, 以下说明 f 带点同伦于 g, 定义 X̃ 为同
伦推出:

X ∨X Z

X X̃ := X thX∨X Z.

(f,g)

(idX ,idX) hPO

根据 Mayer–Vietoris 公式可知存在元素 η̃ ∈ F (X̃) 对应于 (η, ξ). 根据命题 1.4.7 又可
取出 Z̃ 以及 ξ̃ 对应于 (X̃, η̃). 再根据类似于前文的论证可知 Z → Ỹ → Z̃ 为同伦等
价. 但是这又说明 f̃ 提升到以下交换图表

X ∨X Z

X

(idX ,idX)

(f,g)

f̃

由此可知 f 与 g 均同伦于 f̃ , 从而 [f ] = [g].

接下来说明每个广义上同调理论都可以被谱所表出.

命题 1.4.8. . 令 h∗ : hSop
∗ → AbZ 为上同调理论. 则存在谱 E 使得 h∗ 同构于由构

造 1.3.4 所给出的上同调理论 E∗.

证明. 我们分两步解决这个问题:
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第一步. 首先说明对于 n ≥ 0 有 h0 : (hS≥1
∗ )op → Ab 满足定理 1.4.5 所述条件. 楔和公理是显

然的, 至于 Mayer–Vietoris 性质则考虑同伦推出图表

C A

B X,

k

hPOl i

j

根据同伦推出图表的过渡性, 我们知道具有余纤维上的同伦等价 C(k)→ C(j). 从而结
合注记 1.4.4 给出长正合列

hn(C(j)) hn(X) hn(B) hn+1(C(j))

hn(C(k)) hn(A) hn(C) hn+1(C(k)).

q∗

'

j∗

i∗

∂

l∗ '

p∗
k∗ ∂

考虑使得 k∗(α) = l∗(β) ∈ hn(C) 的 α ∈ hn(A) 以及 β ∈ hn(B). 接下来需要做的是说
明存在 γ ∈ hn(X) 使得 α = i∗(γ) 且 β = j∗(γ). 而底部态射表明 ∂k∗(α) = 0, 从而
∂l∗(β) = 0, 而最右侧的同构表明 ∂β = 0, 又根据正合性表明存在 γ0 使得 β = j∗(γ0).
不过此时 i∗γ0 不一定是 α, 因此考虑

k∗(α− i∗γ0) = k∗α− k∗i∗γ0 = 0

由此可知 α − i∗γ0 ∈ ker(k∗) ' im(p∗), 又根据最左侧的同构, 可以提升到 hn(C(f))

中. 取 γ1 ∈ hn(C(f)) 为使得 i∗q∗γ1 = α 的元素, 令 γ := γ0 + q∗γ1 即可. 从而
hn(X) ↠ hn(B)×hn(C) h

n(A).

第二步. 再根据定理 1.4.5, 我们得到连通带点空间 Zn 使得 [−, Zn] 表出 hn, 不难发现有自然
同构

hn(X) ' hn+1(ΣX) ' [ΣX,Zn+1]∗ ' [X,ΩZn+1]∗

取 En := ΩZn+1 我们就得到了所求的谱 (En)n.

命题 1.4.9. . 令 E 和 F 为谱, 且 f∗ : E∗ → F ∗ 为其对应上同调理论间的态射, 则存在谱
间态射 f : E → F 使其诱导出 f∗.

证明. 对 n ≥ 0, 具体展开 fn : En → Fn 可发现其为 [−, En]∗ → [−, Fn]∗ 的形式. 根据
Yoneda 引理, 这给出带点空间之间的带点态射 fn : En → Fn. 而后说明其确实构成谱间态
射, 为此考虑交换图

[−, En]∗ [−,ΩEn+1]∗

[−, Fn]∗ [−,ΩFn+1]∗,

∼

fn◦− Ωfn+1◦−

∼
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据 Yoneda 引理可给出交换图
En ΩEn+1

Fn ΩFn+1,

fn

∼

Ωfn+1

∼

即为谱间态射.
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第2章 稳定范畴

本章的主要目的在于使用稳定范畴的角度去看谱, 在这一视角下, 谱所构成的范畴 Sp将
被视为生象范畴 Ani 的稳定化, 并且研究 Sp 的一些性质.

首先, 在 2.1 节中我们将回顾一些基础的范畴知识.
而后在 2.2 中我们以稳定范畴的结构与构造为主线, 在此过程中不断探索并且探讨可表

现范畴与稳定范畴的关联, 给出稳定范畴的几个等价定义:

定理. 令 C 为范畴, 则以下条件等价:

1. C 带有有限极限且 Ω: C → C 为范畴等价;

2. C 带有有限余极限且 Σ: C → C 是范畴等价;

3. C 带有纤维与余纤维, 且纤维列均为余纤维列;

4. C 带有有限极限与有限余极限, 且 C 中交换图表

X Y

W Z

f

h g

k

为 C 中的拉回图表当且仅当其为推出图表;

5. C 带有有限极限与有限余极限, 且有限极限与有限余极限可交换;

6. Sp(C) ' C.

满足上述任一等价条件时, 称 C 是稳定的.

证明. 我们在后文的若干个命题中证明了这一点.

• 1. 与 2. 的等价性参见命题 2.1.43;

• 1. 与 3. 与 4. 的等价性参见定理 2.2.6;
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• 1. 与 5. 的等价性参见命题 2.2.14;

• 1. 与 6. 的等价性参见命题 2.2.31.

而在 2.2.6 中我们以在稳定范畴中构建稳定同伦 (或同调) 为目的引入 t-结构. 最后介绍
Lurie 张量积与谱的张量积.

2.1 基础知识

本节来补充一些必要的基础知识, 假定读者看过六函子讨论班的前三节内容.

2.1.1 模型范畴补遗

关于模型范畴的有关知识可见 [香蕉空间, 2021].

定义-命题 2.1.1. . 令 M 为单纯模型范畴, 则 Nhc(M◦) ' M[W−1], 此处 M◦ 是 M 中
双纤维性对象所张成的全子范畴, 此时, 我们也称 C ' Nhc(M◦) 为M 的底 (∞, 1)-范畴.

注记 2.1.2. . 在上述命题中, 若M 是组合的模型范畴, 则其底 (∞, 1)-范畴是可表现的.

证明. [Lurie, 2017, Theorem 1.3.4.20]

定理 2.1.3. (识别同伦 (余) 极限). 对于组合的单纯模型范畴 A, 其同伦脉 Nhc(A◦) 具有
全体极限以及余极限. (∞, 1)-函子 F : I → N(A◦) 的余极限和极限分别刻画为

lim−→(F ) ' R(holim−−−→Path(I)F̃ ), lim←−(F ) ' Q(holim←−−−Path(I)F̃ )

此处 F̃ : Path(I)→ A◦ 为 F 在实现-脉伴随 Path a Nhc 的左伴随对象.

证明. [Lurie, 2009b, Theorem 4.2.4.1]

因此对于范畴 Top, 其作为组合的单纯模型范畴 TopQuillen (即带有 Quillen–Serre 模型
结构) 的单纯脉 (注意到双纤维性对象所构成的范畴实际上为 CW, 不过也可以理解为 S), 其
极限和余极限即为 S 中的同伦极限与同伦余极限.

定理 2.1.4. (同伦假设). 有范畴等价

Top ' Ani.

因此有些文献也称 Ani 为空间所构成的范畴.
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2.1.2 实现-脉伴随

定理 2.1.5. . 令 C 与 D 为范畴, 且 D 余完备. 则沿 Yoneda 嵌入 y : C → PSh(C) 给出范
畴等价

y∗ : FunL(PSh(C),D) ∼→ Fun(C,D).

定理 2.1.6. . 令 C 为范畴, D 为余完备范畴. 考虑图表

C

PSh(C) D

y F

有伴随函子

PSh(C) D

|−|F

⊥
NF

其中 |−|F 定义为左 Kan延拓 Lany F ,而 NF 将 d ∈ D映为预层 NF (d) : c 7→ HomD(F (c), d).

证明. [Lurie, 2018a, Tag 04BF]

2.1.3 Beck–Chevalley 自然变换

定义 2.1.7. . 考虑范畴的图表
C′ D′

C D.

q′∗

p′
∗ p∗

q∗

且同构 η : p∗q
′
∗ → q∗p

′
∗ 保证其交换性, 则称该图表为左可伴随的是指 q∗ 和 q′∗ 具有左伴随使

得态射
γ : q∗p∗

u−→ q∗p∗q
′
∗q

′∗ η−→ q∗q∗p
′
∗q

′∗ c−→ p′∗q
′∗

为同构, 此处 u 是 q′∗ a q′∗ 的单位, c 是 q∗ a q∗ 的单位. 此时也称 γ 是推拉变换, 或称 左
Beck–Chevalley 自然变换.

2.1.4 Grothendieck–Lurie 构造

首先, 我们来粗略回忆一下直化与反直化. 这是一种在范畴上的 “纤维丛” 结构.

定义 2.1.8. . 令 C 为范畴, 令 p : U → C 为函子.
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• 称 U 中态射 f : X → Y 为 p-推出的是指对于任意 U 中态射 g : X → Z, 它们所构成
的尖角 Λ2

0 → U 若复合上 p 后在 C 中具有填充 σ : ∆2 → C, 则存在 (在可缩意义下唯
一的) 填充 τ : ∆2 → E 使得 p(τ) = σ. 使用图表示意即为

X Z

Y

g

f
τ

∃!
7→

p(X) p(Z)

p(Y )

p(g)

p(f)
σ

更加形式化地说, 称 f : X → Y 是 p-推出态射是指对于任意 Z ∈ U , 图表

HomU (Y, Z) HomU (X,Z)

HomC(p(Y ), p(Z)) HomC(p(X), p(Z))

f∗

p∗ PB p∗

p(f)∗

为 Ani 中的拉回图表, 即为同伦拉回图表.

• 令 p-coCart ⊂ Ar(U) 为由 p-推出态射所生成的全子范畴. 则称 p 是推出纤维化是指对
于以下交换图表

p-coCart

P Ar(C)

U C

q

s

p

PB s

p

中虚线所示的典范态射为同构.

换句话说, 称 p 为推出纤维化是指对于任意 C 中在 p 的本质像内的对象 X, 从其出发的
全体态射 X → Y 在 p 下的原像均为 p-推出态射.

定理 2.1.9. (直化/反直化, Lurie). 令 C 为范畴. 令 coCart(C) ⊂ Cat/C 为由打到 C 的推
出纤维化为对象且态射为保持推出边的态射所张成的非全子范畴, 则具有范畴等价

coCart(C) Fun(C,Cat)

St

'

Un

将 St 和 Un 分别称为直化和反直化, 事实上, 对于函子 F : C → Cat, 其反直化为取元素范
畴
∫
C
F . 而直化的具体操作我们留在下文进行构造.

证明. [Lurie, 2009b, § 3.2]

以下给出直化的刻画, 给定推出纤维化 p : U → C, 以下构建其反直化:
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• 对象: 对于 X ∈ C, Un(p)(X) 定义为纤维

p−1(X) ∗

U C
PB X

p

• 态射: 由定义可知 p-coCart ' Ar(C)×s,C U , 而后考虑 C 中态射 X → Y , 可构建拉回图
表

p−1(X) p-coCart

{α} ×s,C U Ar(C)×s,C U
PB

而右侧纵向箭头为同构表明拉回后仍为同构,从而可以得到同伦等价 {α}×Ar(C)Ar(U)→
p−1(X), 它具有截面 p−1(X) → {α} ×Ar(C) Ar(U). 而后利用态射 t : Ar(U) → U 以及
t : Ar(U)→ C 可得

p−1(X)→ {α} ×Ar(C) Ar(U) t−→ {y} ×C U ' p−1(Y ).

定义 2.1.10. . 称 p 为左纤维化是指其为满足以下等价条件的推出纤维化:

1. St(p) : C → Cat∞ 穿过 Ani;

2. 其导出纤维为生象, 即在 Cat 中取纤维所得到的结果为生象;

3. p 是保守函子, 即 U 中态射 f 为同构当且仅当 p(f) 为同构;

4. U 中任意态射均为 p-推出态射.

虽然这套定义与 [Lurie, 2009b] 中定义并不一致, 但是可以验证在相差范畴等价的意义下二
者是一致的.

定理 2.1.11. (直化/反直化, 生象版本). 令 Left(C) ⊆ Cat/C 为左纤维化所构成的全子范
畴, 则定理 2.1.9 可转化为

Left(C) Fun(C,Ani)

St

'

Un
.

2.1.5 左 Bousfield 局部化

所谓左 Bousfield 局部化是反射局部化在 (∞, 1)-范畴中的对应, 它可以用以描述若干种
结构, 当然其还具有更强的版本, 即拓扑局部化, 不过鉴于我们并不会去考虑层范畴, 因此不
引入, 感兴趣的读者可以看 [Lurie, 2009b, § 6.2.1]. 我们通过以下命题对其进行引入.
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定义-命题 2.1.12. . 令 C, D 为范畴, 给定伴随 C D
F

⊥
G

则:

1. G 为全忠实函子当且仅当余单位 c : FG⇒ idD 为同构;

2. C 中态射 X
f−→ Y 在 F 下的像为同构当且仅当其为左 G-局部同构,即对于任意 D ∈ D,

f 均诱导态射生象上的同构

f∗ : HomC(Y,GD)
∼→ HomC(X,GD).

常常舍弃 “左” 而以 G-局部同构来指代左 G-局部同构.

此外, 若 1. 的等价条件成立, 则:

3. 单位 u : C → GFC 总是 G-局部同构;

4. F : C → D 为关于 G-局部同构的局部化.

此时称 F 为 C 关于 G-局部同构的左 Bousfield 局部化. 特别地, 此时 C[W−1
G ] 是局部小范

畴, WG 为 G-局部同构所构成的集合. 对偶地, 有具有右 Bousfield 局部化.

证明. [Hebestreit, 2021, I.58]

接下来我们探究范畴局部化为 Bousfield 局部化的条件.

命题 2.1.13. . 令 W ⊆ π0 core(Ar(C)) 为一族态射, 且记 C 关于 W 的局部化为 p : C →
C[W−1]. 则 C[W−1] 中态射 τ : pX → Y 将 X 表为 Y 在 p 下的右伴随对象当且仅当 τ 是
同构, 且 HomC(−, X) : Cop → Ani 将 W 中的全体态射映为同构.
特别地, p 的右伴随 G 是自动全忠实的且其本质像为左 G-局部对象所张成的全子范畴,

即使得 HomC(−, C) : Cop → Ani 将左 G-局部同构映为同构的 C ∈ C.

证明. [Hebestreit, 2021, I.59].

推论 2.1.14. . 令 F : C → D 为左 Bousfield 局部化, 且 C 为完备或余完备的, 则 D 也是
完备或余完备的. 更进一步, 可以将图表 K : I → C 的余极限若存在则可被刻画为

lim−→IK ' F (lim−→IGK)

注记 2.1.15. . lim←− 若存在则可直接被刻画, 因为 G 为右伴随与极限交换.

证明. [Hebestreit, 2021, I.61]

命题 2.1.16. . 令 C 为范畴且 F : C → C 为使得本质像 FC ⊆ C 的函子. 则以下条件等价:

1. 存在函子 f : C → D 及其全忠实右伴随 g : D → C 使得 g ◦ f ' L;
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2. 将 F 视为 C → FC 这一函子时, F 是含入函子 FC ↪→ C 的左伴随;

3. 存在从 idC 到 F 的自然变换 α : C×[1]⇒ C使得对于任意 C ∈ C都有 F (α(C)), α(F (C)) : FC →
FFC 为等价.

证明. [Lurie, 2009b, Proposition 5.2.7.4].

2.1.6 可表现范畴

构造 2.1.17. . 令 C 和 D 为范畴, 则其统联 C ?D 定义为 Cat 中的推出

(C × {0} × D) t (C × {1} × D) C × [1]×D

(C × {0})× ({1} × D) C ?D
PO

不难发现上述推出的直观就是给出一个在 {0} 处为 C 而在 {1} 处为 D 的东西.
记 C◁ := [0] ? C 为 C 的左锥, 这相当于在 C 中自由地插入了一个始对象, 类似地, 记

C▷ := C ? [0] 为 C 的右锥, 这相当于在 C 中自由地插入了一个终对象.

定义 2.1.18. . 令 I, C 为范畴,

1. 称 I 是 κ-滤过的是指每个函子 J → I 都可以延拓为 J▷ → I. 当 κ = ℵ0 时, 简称其
为滤过的;

2. 称 F : I → C 的余极限为 κ-滤过的是指 I 为 κ-滤过范畴.

注记 2.1.19. . 结合前文对于右锥的说明, 称范畴 J 是 κ-滤过的无非是说其内任意 κ-图
表都具有一个共同的下界.

定义 2.1.20. (有限范畴). 记 Catfin ⊆ Cat 为包含 ∅, ∗ 和 [1] 且关于推出封闭的最小范畴.
则称小范畴 I 是有限的, 是指 I ∈ Catfin.

定义 2.1.21. . 令 κ 为正则基数, 且 C 为范畴, 称 C 是 κ-本质小的是指

对象本质小 π0 core(C) 是 κ-小集合;

态射本质小 对于任意X,Y ∈ C都有 π0 HomC(X,Y )是 κ-小集合且固定 α : X → Y 有 πn(HomC(X,Y ), α).

称 C 是本质小的是指存在 κ 使得 C 是 κ-本质小的.

构造 2.1.22. . 令 κ 为正则基数, 且 C 为本质小范畴. 令 Indκ(C) ⊆ PSh(C) 为由使得反直

化
∫ C

E 为 κ-滤过图表的预层 E : Cop → Ani. 当 κ = ℵ0 时, Ind(C) := Indℵ0
(C).

注意到 Yoneda 嵌入 y : C → PSh(C) 会穿过 Indκ(C).

定义 2.1.23. . 令 C 为范畴, 且 κ 为正则基数.
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1. 称 C 中对象 X 为 κ-紧的是指 Hom(X,−) 保持 κ-滤过余极限. 记 Cκ ⊆ C 为由 κ-紧对
象所构成的全子范畴;

2. 称 C 为 κ-可达的是指存在 κ 以及小范畴 C0 使得 C = Indκ(C0), 称 C 是可达的是指存
在 κ 使得 C 是 κ-可达的;

3. 称 C 是 κ-紧生成的是指其 κ-可达且具有任意小余极限, 称 C 是可表现的是指存在 κ

使其为 κ-紧生成范畴.

全体可表现范畴以及其间作为左伴随的函子所构成的范畴记为 PrL, 同理, 全体可表现范畴
以及其间作为右伴随函子所构成的范畴记为 PrR.

警告 2.1.24. . 此处会有一些名词问题, 有些资料 (比如 [Lurie, 2018a, Tag 0673]) 会将
κ-可达范畴称为 κ-紧生成范畴, 本文所沿用的是 [Lurie, 2009b, Definition 5.5.7.1] 所用名词.

定理 2.1.25. (伴随函子定理). 令 F : C → D 为 (∞, 1)-范畴间的函子且 C 是可表现的.
则:

1. F 是左伴随当且仅当它保全体小余极限 (假设 D 中相应余极限均存在);

2. 若 D 是可表现的, 则 F 为右伴随当且仅当它保持 κ-滤过余极限且保持小极限.

证明. [Lurie, 2009b, Corollary 5.5.2.9].

命题 2.1.26. . 令 C 为具有所有小余极限的范畴且 Cκ 是小范畴, 则以下条件等价:

1. C 是 κ-紧生成的;

2. C 中每个对象均可写为 κ-紧对象的小余极限;

3. 若 X → Y 为使得
HomC(Z,X)→ HomC(Z, Y )

对于所有的 Z ∈ C 均为同构的态射, 则 X → Y 是同构.

命题 2.1.27. . 令 C 为 κ-紧生成范畴, 则由 Cκ → C 所诱导的 Ind(Cκ)→ C 是左 Bousfield
局部化.

推论 2.1.28. . 令 C 为范畴,则其可表现当且仅当存在 C0 使得 C 为 PSh(C0)的左 Bousfield
局部化.

命题 2.1.29. . PrL 和 PrR 具有全体小极限, 且 PrL → Ĉat 和 PrR → Ĉat 保持这些小极
限.

证明. [Lurie, 2009b, Proposition 5.5.3.13] 以及 [Lurie, 2009b, Proposition 5.5.3.18].

推论 2.1.30. . PrL 上的余极限与其在 Ĉat 中的余极限并不一致. 相反, 它可以通过反变
的范畴等价 PrL ' (PrR)op 上的对偶图表, 并且过渡到极限给出.
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2.1.7 对称幺半范畴, 交换代数, 模

首先给出对称幺半范畴的定义以及直观.

定义 2.1.31. (范畴 Fin∗). 考虑带基点有限集范畴 Fin∗, 即其对象为选定了一个元素 (称
为基点) 的有限集, 映射为保持基点的映射.
对自然数 n,以 〈n〉记集合 {0, . . . , n},基点为 0; 对于去掉基点的情况,记为 〈n〉◦. 以 αn

记映射 〈n〉 → 〈1〉, 把 0 映到 0, 其它元素映到 1; 对正整数 i ≤ n, 以 ιn,i 记映射 〈n〉 → 〈1〉,
把 i 映到 1, 把其它元素映到 0.

现在考虑函子
Fin∗ → Cat∞

它将 〈n〉 映为范畴 C⊗〈n〉. 我们想将其视为 Cn(准确来说是 Cn〈1〉), 即 n 个 C⊗〈1〉 中对象的排
列组合, 并且使得 (X1, X2) = (X2, X1). 那么我们该如何定义出这样的东西呢? 不难发现
ιn,i : 〈n〉 → 〈1〉 相当于说将 (X1, · · · , Xn) 映为第 i 位的 Xi, 因此我们只需要让

ιn,1 × · · · × ιn,n : C⊗〈n〉 → (C⊗〈1〉)
n

为范畴等价即可. 那么此时对称性和结合律该作何解? 让我们细细道来, 首先还是需要定义
出 ⊗ 这一概念. 接下来记 C⊗〈1〉 为 C, 观察到我们将 ιn,i 视为打到第 i 个分量的态射, 那么 αn

就应该是求和的态射, 因此对于 n = 2 的时候, ι2,1, ι2,2 以及 α2 可以给出函子

−⊗− : C × C ' C⊗〈1〉 × C
⊗
〈1〉

ι2,1×ι2,2←−−−−− C⊗〈2〉
α2−→ C⊗〈1〉 ' C

这给出 (A,B) 7→ A⊗B. 同理, 对于 n 元的情况也可以类似结果. 接下来我们给出其对称性
的说明, 至于结合律留给读者自行思考.
对于 n = 2 时, 考虑 σ : 〈2〉 → 〈2〉 使得 σ(1) = 2, σ(2) = 1, 则 α ◦ σ = α 且 ι2,i ◦ σ = ι2,σ(i).
这给出

(A,B) 7→ A⊗B 以及 (A,B) 7→ B ⊗A

n 元的情况是类似的. 因此我们可以说明所得到的结构就是一个对称幺半范畴, 而由定
理 2.1.9 可知这对应一个推出纤维化, 因此得到定义:

定义 2.1.32. . 对称幺半范畴指推出纤维化 C⊗ → Fin∗, 满足:

• 对任意自然数 n, 沿 ιn,1, . . . , ιn,n 做推出, 在纤维上得到的函子 C⊗〈n〉 → (C⊗〈1〉)
n 是范畴

等价.

称 〈1〉 ∈ Fin∗ 上的纤维 C⊗〈1〉 为对称幺半范畴 C
⊗ → Fin∗ 的底范畴, 记作 C. 没有歧义时,

常以 C⊗ 甚至 C 代表对称幺半范畴 C⊗ → Fin∗.
对 n ∈ N 以及 X1, . . . , Xn ∈ C, 可将 (X1, . . . , Xn) ∈ Cn ∼= C⊗〈n〉 沿 αn 做推出, 所得对象

记作
X1 ⊗ · · · ⊗Xn ∈ C,
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称作 X1, . . . , Xn 的张量积. 当 n = 0 时, 此对象记作

1C ∈ C,

称作对称幺半范畴 C 的幺元; 无歧义时也可只写 1.

事实上, 我们会将 ιn,i 称为惰性态射, 它诱导了纤维上的遗忘函子. 而 αn 称为活性态
射, 它只是在进行张量积. 在下例中给出 Fin∗ 上的惰性态射与活性态射.

例 2.1.33. . Fin∗ 带有典范的对称幺半结构, 其配上对称幺半结构后记为 Comm⊗. 称
Comm⊗ 中的态射 ϕ : 〈n〉 → 〈m〉 为

• 惰性态射, 是指其为 “缩减定义域” 的态射, 即 ϕ |〈n〉\φ−1(0) 为同构;

• 活性态射, 是指 ϕ−1(0) = {0}.

定义 2.1.34. . 称对称幺半范畴 C 中的态射 f : x→ y 是

• 惰性的, 是指 p(f) 是 Comm⊗ 中的惰性态射;

• 活性的, 是指 p(f) 是 Comm⊗ 中的活性态射;

通过惰性态射, 可定义出松对称幺半函子:

定义 2.1.35. . 令 C,D 为对称幺半范畴, 则称函子 F : C → D 为松对称幺半函子是指其保
持惰性态射. 若其保持所有的推出边, 则称其为严格对称幺半函子.

定义 2.1.36. . 令 C为对称幺半范畴,则 C中的交换代数是指松对称幺半函子A : Comm⊗ →
C. 将 C 中全体交换代数所构成的范畴记为 CAlg(C).

注记 2.1.37. . 不难发现, 对称幺半范畴就是 Cat 中的交换代数.

定义 2.1.38. . 令 C 为对称幺半范畴, 则 C 中的模是指松对称幺半函子

(Fin∗)〈1〉/ → C.

此处将 (Fin∗)〈1〉/ 通过切片范畴对应的左纤维化 (Fin∗)〈1〉/ → Comm⊗ 视同对称幺半范畴.
将 C 上全体模所构成的范畴记为 Mod(C).

注记 2.1.39. . 首先留意到 (Fin∗)〈1〉/ 是这样的对称幺半范畴:

• 对象为 (〈n〉, i), i ∈ 〈n〉 为 1 ∈ 〈1〉 所对应的像;

• 态射 (〈n〉, i)→ (〈m〉, j) 为将 i 映为 j 的态射.
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此时 Comm⊗ 通过 〈n〉 7→ (〈n〉, 0) 的方式嵌入到 (Fin∗)〈1〉/ 中 (不难发现这保持惰性态
射), 将该函子记为 a, 则松对称幺半函子可复合上该函子得到松对称幺半函子

A : Comm⊗ a−→ (Fin∗)〈1〉/ → C

这是 C 上的交换代数对象, 称为底交换代数.
接下来解释模的具体意思, 考虑松对称幺半函子

F : (Fin∗)〈1〉/ → C,

将 F (〈1〉, 0) 记为 a, 将 F (〈1〉, 1) 记为 m, 分别称为底交换代数与底模. 则在 i 6= 0 时
M(〈n〉, i) 就相当于在 C 中给出这样的信息1:

a⊗ · · · ⊗m⊗ · · · ⊗ a,

其中第 i 位是 m.

• 考虑惰性态射 (〈n〉, i)→ (〈m〉, j)且 j 6= 0,这相当于给出运算 a⊗· · ·⊗ m︸︷︷︸
i-th

⊗· · ·⊗a→

a⊗ · · · ⊗ m︸︷︷︸
j-th

⊗ · · · ⊗ a;

• 考虑惰性态射 (〈n〉, i)→ (〈m〉, j)且 j = 0,这相当于给出运算 a⊗· · ·⊗ m︸︷︷︸
i-th

⊗· · ·⊗a→

a⊗ · · · ⊗ a.

至于 i = 0 的情况, 所得到的信息只是 a⊗ · · · ⊗ a. 这样我们就在高阶范畴论中合理的编码出
了一个模对象.

考虑拉回
ModA Mod(C)

∗ CAlg(C).
PB a∗

A

这相当于给出交换代数 A 上的模范畴.
在上述理论中, 引入代数模式和∞-算畴是讲明白更多东西的好办法, ∞-算畴可以参考

[Lurie, 2017], 或者来看 [Cnossen, 2025a] 中整的新活.

注记 2.1.40. . 在我们需要结合律时, 应当使用 ∆op 来编码这一切, 此时模对象需要论及左
右, 左右模均可视为 ∆op× [1] 的对称幺半函子 (具体可见 [Lurie, 2017, Proposition 4.2.2.12],
需选取不同的点表示左乘与右乘),而双模可视为 ∆op

/[1] 的对称幺半函子 (不过在 [Lurie, 2017]
中将其视为 ∆op × [1]× [1]). 在交换代数上, 左右模是一致的 (参见 [Lurie, 2017, Proposition
4.5.1.4])

1当然, 实际上应该是 (a, · · · ,m, · · · , a) 的形式, 此处是为了方便表示运算.
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2.1.8 纬悬与环路

接下来介绍范畴中的纬悬与环路函子.

定义 2.1.41. . 称范畴 C 是带点的是指它有零对象.

对于带有终对象的范畴 C, 称其带点化是考虑仰范畴 C∗/, 简记作 C∗.

定义 2.1.42. . • 令 C 为带有有限余极限的范畴, 则 C 上的纬悬函子定义为 Σ: C →
C, X 7→ 0 tX 0;

• 令 C 为带有有限极限的范畴, 则 C 上的环路函子定义为 Ω: C → C, X 7→ 0×X 0.

命题 2.1.43. . 若 C 为带有有限极限和余极限的带点范畴, 则具有伴随对

Σ a Ω.

证明. 考虑 X,Y ∈ C∗, 则

HomC∗(ΣX,Y ) = HomC∗(0tX0, Y ) ' HomC∗(0, Y )×HomC∗ (X,Y )HomC∗(0, Y ) ' HomC∗(X,ΩY ).

这显然具有函子性从而构成伴随.

当取 C = Ani∗ ' Top∗ 时, 所得到的纬悬函子与环路函子即为上一章中所定义的纬悬与
环路函子.

2.2 稳定范畴

在本节中, 我们想考虑谱所构成的范畴 Sp 的性质. 注意到对于任意一个谱 S, 都有
ΩS ' S. 但是在带点生象范畴 Ani∗ 中, 定义 2.1.42 所给出的 Ω 却并非范畴等价. 因此为研
究谱的结构, 我们首先研究那些使得 Ω 为范畴等价的范畴, 称为稳定范畴.

2.2.1 定义

定义 2.2.1. . 称带点范畴 C 是稳定的, 是指其带有有限极限且 Ω: C → C 为范畴等价.

不难发现, 若 Ω: C → C 为范畴等价, 则 Σ: Cop → Cop 也为范畴等价. 因此

命题 2.2.2. . 以下条件等价:

1. C 为稳定范畴;

2. C 有有限余极限, 且 Σ: C → C 为范畴等价;
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接下来我们从链的角度来看待稳定范畴, 回忆到在定义 1.1.4 中我们定义了同伦纤维与
同伦余纤维, 而根据定理 2.1.3 可将定义中的同伦拉回和同伦推出变为 Ani (当然要将空间先
转化为生象) 这一范畴中的拉回和推出, 因此这一定义也可以延拓到 C 上.

构造 2.2.3. . 称带点范畴 C 中态射 X
f−→ Y

g−→ Z 为复形是指有 C 中的交换图

X Y

0 Z.

f

g

即 gf 同伦于 0. 在 [Lurie, 2017] 中称其为三角, 在 [Cnossen, 2025b] 中称其为 null-
sequence.

定义 2.2.4. . 令 C 为带点范畴,

• 称 C 中的复形 X
f−→ Y

g−→ Z 为纤维列是指其对应的交换图同时为拉回图表, 此时称 X

是 g 的纤维, 有时也记为 X = fib(g);

• 称 C 中的复形 X
f−→ Y

g−→ Z 为余纤维列是指其对应的交换图同时为推出图表, 此时称
Z 是 f 的余纤维, 有时也记为 Z = cofib(f);

• 称 C 中的复形 X
f−→ Y

g−→ Z 为正合列是指其既是纤维列又是余纤维列.

注记 2.2.5. . 给定 C 中的正合列 X
f−→ Y

g−→ Z 无非是在说此时有 ker g ' im f , 这是因为
当该复形所对应的交换图为拉回时, X 即为 g−1(0)(因为 0→ Z 为单), 而后为推出就相当于
说将 f 在 Y 上的像恰好粘为 0.

因此可以得到以下定理:

定理 2.2.6. . 令 C 为带点范畴, 则以下条件等价:

1. C 为稳定范畴;

2. C 有有限极限与有限余极限, 且 C 中交换图表

X Y

W Z

f

h g

k

为 C 中的拉回图表当且仅当其为推出图表;

3. C 具有纤维与余纤维, 且复形 X
f−→ Y

g−→ Z 为纤维列当且仅当其为余纤维列.

证明.
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1. ⇒ 2. 首先说明当 C 稳定时, C 中形如 Z ← X → Y 的图表总是能够张成拉回图表, 并且这
件事情具有函子性. 从而考虑 P ⊆ Fun([1]× [1], C) 表示全体拉回图表所构成的全子范
畴, 我们需要说明具有范畴等价

P
∼→ Fun

 • •

•

, C

 .

为此考虑 C 中图表

ΩX ΩZ 0

ΩY A B 0

0 C X Y

0 Z Ω−1A.

PB PB

PB PB PB

PB

首先不看带虚线箭头的部分, 根据拉回的过渡性, 不难验证这一堆拉回是合法的. 且如
果 Z ← X → Y 若能张成拉回图表, 则其应当为 Y → Ω−1A← Z 的拉回图表. 因此根
据 Ω 为范畴等价可知 Ω−1 也为范畴等价, 从而由于范畴等价为伴随等价, Ω−1 保持拉
回, 从而

Ω−1

 ΩX ΩY

ΩZ A

PB


. 为拉回图表, 而这一操作具有函子性, 因此确实具有范畴等价.

从而考虑由 Z ← X → Y 所张成的拉回图表

X Y

Z W.

PB

考虑图表 A
idA←−− A

idA−−→ A, 可知

Hom

 X Y

Z

,

A A

A

 ' Hom

 X Y

Z W

PB ,

A A

A A.

PB

 ' HomC(W,A).

而根据极限的定义可知, W = Z tX Y , 因此 C 中拉回自动为推出;

2. ⇒ 3. 只需令 W = 0 即可;
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3. ⇒ 1. 只需令 Y = 0, 此时 Z = ΩX, 从而 ΣΩX ' X.

2.2.2 稳定范畴与 Abel 范畴

以下比较稳定范畴与 Abel 范畴.

定义 2.2.7. . 令 C 为带点范畴, 且具有有限积与余积, 则

1. 称 C 是半加性的, 是指对于任意 X,Y ∈ C, 都有自然同构 X t Y
[ 1 0
0 1 ]−−−→
∼

X × Y 此时记
X t Y ' X ⊕ Y ' X × Y ;

2. 称 C 为加性的, 是指其半加性且对于任意 X ∈ C 都有自然同构

X ⊕X X ⊕X.
[ 1 1
0 1 ]

命题 2.2.8. . 稳定范畴均为加性范畴.

证明. 首先稳定范畴 C 具有有限极限与有限余极限,且拉回同时为推出表明 X×Y ' X tY ,
即为双积, 因此半加性. 而后考虑推出

0 X

X X ×X

PO (idX ,idX)

(0,idX)

由 C 为稳定范畴知这是拉回图表, 从而有自然同构

X ⊕X X ⊕X.
[ 1 1
0 1 ]

注记 2.2.9. (稳定范畴与 Abel 范畴). 可将定理 2.2.6 中的 3. 与 Abel 范畴的定义进行
比较, 回忆到 (AB2) 说的是每个单态射都是某个态射的核, 每个满态射都是某个态射的余核.
不难看出这等价于说复形

A
x
↪−→ B

p
↠ C

中若 i 为单态射且 p 为满态射, 则该序列为纤维列当且仅当其为余纤维列.
稳定范畴中, 定理 2.2.6 表明我们将单态射和满态射的条件放宽到了一般的态射上, 即复

形 A→ B → C 为纤维列当且仅当其为余纤维列. 因此稳定范畴可以视为 Abel 范畴在高阶
范畴中的推广.

但是值得注意的是, 除平凡范畴外, 任何的 Abel 范畴都不会是稳定范畴, 稳定范畴是高
阶范畴才有的说法.
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由于稳定范畴是 Abel 范畴的推广, 因此在其上讨论正合函子也是比较方便的. 在此我
们先证明一个范畴论上常用的引理.

事实 2.2.10. . 若在 Cat 中有 I ' lim−→j∈J Ij , 且令 T : I → C 为使得对于任意 j ∈ J ,
Ij → I

T−→ C 都具有余极限的函子, 则这些余极限构成函子 T : J → C, 使得 lim−→i∈IT (i) '
lim−→j∈J T (j). 事实上由此可以推出余极限互相交换.

引理 2.2.11. . 令 C 为范畴, 则 C 具有余完备当且仅当其具有推出以及任意余积. 函子
F : C → D 保余极限当且仅当其保持推出以及任意余极限. 对偶地得到极限的情况.

证明. (注意: 该证明需要使用一些 Joyal 模型结构) 首先将 C 视为单纯集, 不难发现 C =

lim−→n≥0 skn C, 因此根据 [Lurie, 2018a, Tag 001B] 可将其写为推出

∐
σ∈Cnd

n
∂∆n skn−1(C)

∐
σ∈Cnd

n
∆n skn(C)

PO

此处 Cnd
n 是 C 中全体非退化 n-单形所构成的集合.
而后将

∐
σ∈Cnd

n
∂∆n →

∐
σ∈Cnd

n
∆n根据 Joyal模型结构分解为 ∂

∐
σ∈Cnd

n
∆n →

∐
σ∈Cnd

n
Bn →∐

σ∈Cnd
n

∆n, 即给出该态射在 Cat 中的对应. 记 Cn 为推出∐
σ∈Cnd

n
Bn Cn−1

∐
σ∈Cnd

n
∆n Cn

PO

从而 C ' lim−→n≥0Cn. 令 T : C → D 为使得 Cn → C
T−→ D 的函子. 则根据归纳假设以及事

实 2.2.10 可知 lim−→c∈CnT (c) 在 C 中均存在. 从而一切约化为说明 lim−→n≥0lim−→c∈Cn 的存在性,
而根据前文构造可知这可以转化为

∐
n≥0 lim−→c∈Cn

T (c) 的推出.

注记 2.2.12. . 我们可以对其进行推广, 给定正则基数 κ, 上述引理的内容都可以变为 κ-小
的情况 (只需将 Cat 改为 Cat<κ 即可). 因此取 κ 为 ℵ0 时可知

有限极限 = 拉回 + 终对象, 有限余极限 = 推出 + 始对象.

推论 2.2.13. . 稳定范畴均带有有限极限以及余极限, 且稳定范畴间的正合函子保持这些
极限以及余极限.

更进一步, [Groth, 2016] 给出了稳定范畴的另一刻画.

命题 2.2.14. . 令 C 为范畴, 则其为稳定的当且仅当其具有有限极限与有限余极限, 且有
限极限与有限余极限可交换.
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证明. 一个方向是显然的, 我们只证明另一个方向, 令 C 为带有有限极限与有限余极限的范
畴, 且有限极限与有限余极限相交换, 以下说明 C 是稳定的, 首先由于有限极限与有限余极
限可交换, 因此空极限与空余极限也可交换, 从而得知 C 带点. 接下来说明 Ω 是等价, 为此
对于 X ∈ C, 考虑图表

X X 0

0 X 0

0 X X.

沿着行进行推出, 得到 0 → ΣX ← 0, 再进行一次拉回得到 ΩΣX(即整个图表先沿行推出再
沿列拉回). 整个图表沿列进行拉回得到 X ← X → X, 再进行推出得到还是 X, 因此拉回与
推出的交换性说明 X

∼→ ΩΣX 为同构. 同理说明 ΣΩX
∼→ X 为同构, 因此得知 Ω 为范畴等

价, 即 C 稳定.

以下介绍正合函子.

定义 2.2.15. . 令 C, D 为范畴.

• 若 C,D 均带点, 称函子 F : C → D 是带点的是指其保持零对象;

• 称函子 F : C → D 是左正合的是指 F 保持有限极限;

• 称函子 F : C → D 是右正合的是指 F 保持有限余极限;

• 称函子 F : C → D 是正合的是指其左正合且右正合.

命题 2.2.16. . 令 F : C → D 为稳定范畴之间的带点函子, 则以下条件等价:

1. F 是正合的;

2. F 保持始对象以及推出;

3. F 保持终对象以及拉回

这由引理 2.2.11 立刻得出. 由于正合函子在复合下是封闭的, 因此可以得到以下定义:

定义 2.2.17. . 全体小稳定范畴所构成的范畴 Catst ⊂ Cat 是由稳定范畴及其间正合函子
所构成的非全子范畴.

以下讨论更多一点的性质.

命题 2.2.18. . 令 C 为稳定范畴, 则对于任意范畴 I, 都有 Fun(I, C) 为稳定范畴.

证明. 一切可以约化为函子范畴的极限与余极限是逐点计算的.
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定理 2.2.19. . Catst 是完备的, 且含入函子 Catst ↪→ Cat 保持小极限.

证明. 利用引理 2.2.11 说明以下内容:

• 一族稳定范畴 (Cα)α∈A 稳定范畴的乘积 C =
∏

α∈A Cα 仍稳定, 且对于稳定范畴 D,
D → C 正合当且仅当 D → C → Cα 均正合;

• 稳定范畴的拉回仍稳定, 且正合函子关于拉回封闭.

前者显然带点, 至于极限 = 余极限可以约化为极限与余极限的逐点计算. 以下考虑图表

C′ C

D′ D.

F ′

G′

PB F

G

其中 C,D,D′ 均为稳定范畴, 且 F 和 G 均为正合函子. 根据 [Lurie, 2009b, Theorem
5.4.5.5] 可知空图表在 F ′ 和 G′ 会保持有限余极限, 由于 C′ 的极限也可经由 G′ 和 F ′

计算得到, 从而 C′ 稳定. 从而 G′ 与 F ′ 自动正合.

完全类似地, 可以说明

定理 2.2.20. . Catst 关于滤过余极限封闭, 并且 Catst ↪→ Cat 保持这些滤过余极限.

证明. 此处稳定性有滤过余极限的构造可知, 可以将滤过余极限中的纤维列提升到某一项中
进行具体计算.

定义 2.2.21. . 将全体带有有限极限的范畴及其间左正合函子所生成的 Cat 的子范畴记为
Catlex.

2.2.3 稳定范畴与三角范畴

接下来类比稳定范畴与三角范畴, 我们将看到稳定范畴在 1-范畴上的投影会自然地具
有三角结构, 虽然并不是所有的三角范畴都会是某个稳定范畴的投影. 默认读者具有三角范
畴的相关知识.

在上一小节我们已然说明, 当 C 为稳定范畴时, Ω 与 Σ 互逆, 结合在 Top 中的观察, 我
们知道 Σ 表示提升一个维数, 而 Ω 表示降低一个维数, 因此我们可以给出以下符号约定:

记号 2.2.22. . 若 C 为稳定范畴, 且 n ≥ 0, 记 X 7→ X[n] 为 ΣnX. 若 n ≤ 0, 则记
X 7→ X[n] 为 Ω−nX. 我们同样以这种记号标记在同伦范畴 hC 中的情况.

定义 2.2.23. . 令 C 为稳定范畴. 给定 hC 中的图表

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1].
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称该图表为好三角是指存在 C 中的图表

X Y 0

0 Z W.

f̃

PO g̃ PO
h̃

使得 f̃ 和 g̃ 分别对应于 f 和 g, 且 h : Z → X[1] 是 h̃ 复合上 W ' X[1].

注记 2.2.24. . 不难发现由推出的过渡性, 上图可以转化为 W ' ΣX = X[1]. 这样一来你
的三角就具有典范的定义, 不会出现不典范的态射, 上述条件还可以继续放宽到带有余纤维
范畴上.

定理 2.2.25. . 上述定义所给出的 hC 确实是三角范畴.

证明. [Lurie, 2017, Theorem 1.1.2.14]

警告 2.2.26. . [Muro et al., 2007] 说明具有不带有模型结构的三角范畴, 使用如今的语言
来说就是无法表现成某个稳定范畴 C 的同伦范畴的三角范畴, 不过我们知道, 导出范畴以及
谱范畴等范畴都是具有模型结构的, 因此同调代数实际上可以抛弃三角范畴语言.

定义 2.2.27. . 令 C 为稳定范畴, 且 X,Y ∈ C 为对象. 令 ExtnC(X,Y ) 表示 Abel 群
HomhC(X[−n], Y ). 若 n 为负数, 则 ExtnC(X,Y ) = π−n HomC(X,Y ).

2.2.4 谱的范畴

本节进入正题, 如何将一个范畴变为稳定范畴呢? 答案其实早已潜藏在了定义中, 定
义 2.2.1 表明我们需要做的事情就只是将 Ω 或 Σ 其中之一逆过来.

那么该如何取逆? 参考环的局部化或许可以给我们带来一些见解2

令 A 为环, f ∈ A 为元素, 则 A 关于 f 生成的乘性子集的局部化 Af 可计算为余极限

Af = lim−→
(
A

·f−→ A
·f−→ A

·f−→ · · ·
)

因此我们可以如法炮制, 对于范畴 C, 它关于环路函子 Ω 的局部化可计算为极限 (注意到环
路函子是拉回, 所以使用极限).

定义 2.2.28. . 令 C 为带有有限极限的范畴, 定义其稳定化 Sp(C) 为在 Ĉat 中的 Zop
≥0-型极

限
Sp(C) := lim←−

(
· · · Ω−→ C∗

Ω−→ C∗
)

Sp(C) 中对象称为 C 中的谱对象. 当 C = Ani 时, 将 Sp(C) 简记为 Sp, 称为谱的范畴.

2注意到环可以视为只带有一个对象的 Ab-范畴, 此处仅当范畴看即可.
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现在令 C, 根据极限的具体刻画, 不难发现其内对象形如一族 C 中对象 (Xi)i, 满足
ΩXi−1 ' Xi, 当 C = Ani ' Top 时, 我们所得到的东西就是定义 1.2.6 中的谱.

例 2.2.29. . 令 A 为 Abel 群, Eilenberg–Maclane 谱 HA ∈ Sp.

不难发现这般定义的稳定化会带有自然的投影函子 Ω∞−n : Sp(C)→ C.

定理 2.2.30. . Sp(C) 是自动稳定的.

证明. [Cnossen, 2025b, Theorem 3.4.5].

从而可以给出稳定范畴的又一大判别条件.

命题 2.2.31. . 令 C 为范畴, 则 C 稳定当且仅当 Sp(C) ' C.

证明. 若 C 稳定则 Ω 为等价, 因此 Sp(C) ' C. 若 Sp(C) ' C, 则定理 2.2.30 表明 C 是稳定
的.

接下来我们继续讨论谱的范畴的结构.

命题 2.2.32. . 若 C 为可表现范畴, 则其稳定化 Sp(C) 是可表现的.

证明. 注意到 C ∈ PrR, 且 Ω 作为极限自然保持极限, 因此 Ω ∈ PrR, 根据命题 2.1.29 可知
Sp(C) = lim←−

(
· · · Ω−→ C∗

Ω−→ C∗
)
∈ PrR.

此时 Ω 作为右伴随, 根据定理 2.1.25 可知它保持滤过余极限.

推论 2.2.33. . 对于可表现范畴 C,其稳定化 Sp(C)等价于 PrL中的余极限 lim−→
(
C∗

Σ−→ C∗
Σ−→ · · ·

)
证明. 由推论 2.1.30 立即得到.

特别地, 取 C = Ani 时, 可知 Sp 是可表现范畴.

定义 2.2.34. . 将 PrL 中全体可表现稳定范畴及其间正合函子所生成的子范畴记为 Prst.

以下给出一些注记

注记 2.2.35. . 若 C 为稳定范畴, 则 Cκ(定义 2.1.23) 也是稳定的: 只需说明 κ-紧对象关于
取纤维封闭以及若 X → Y → Z 为纤维列, 则 Y [−1]→ Z[−1]→ X 为余纤维列即可.
反过来, 若 C 是小稳定范畴, 则 Indκ(C) 也是稳定的, 细节可参见 [Lurie, 2017, Proposi-

tion 1.1.3.6].

命题 2.2.36. . 令 C 为范畴, 则以下条件等价:

1. C 是可表现且稳定的;

2. 存在可表现, 稳定范畴 D 使得 C 为其可达左正合的 Bousfield 局部化;
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3. 存在小范畴 E 使得 C 等价于 Fun(E , Sp) 的可达左正合局部化.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.4.4.9]

以下研究稳定化的泛性质.

命题 2.2.37. . 令 C 与 D 为可表现范畴且 D 为稳定范畴. 则

1. Ω∞ : Sp(C)→ C, 具有左伴随 Σ∞
+ : C → Sp(C);

2. G : D → Sp(C) 具有左伴随当且仅当 Ω∞ ◦G : D → C 具有左伴随.

注记 2.2.38. . 此时将 Σ∞
+ 称为非约化纬悬谱.

证明. 由于带点函子为遗忘函子的左伴随, 因此一切约化到带点范畴 C∗ 上.

1. 由于 Sp(C) 作为 C∗ 的极限, 因此 Ω∞ : Sp(C)→ C∗ 为 PrR 中态射, 从而可知 Ω∞ 存在
左伴随 Σ∞. 从而可知结果;

2. 由稳定化构造可知 G : D → Sp(C) 无异于给出一族函子 Ω∞−n ◦G : D → C∗, 从而前者
有左伴随相当于说每个 Ω∞−n ◦G 均有左伴随, 一切可以约化为 Ω∞ ◦G 的情况.

由此可以得到稳定化的泛性质如下:

推论 2.2.39. (稳定化的泛性质). 令 C,D 为可表现范畴, 且 D 为稳定范畴. 则典范态射
C → Sp. 则前复合上 S[−] 诱导出范畴等价

FunL(Sp(C),D) ∼→ FunL(C,D).

此外, 当 C = Ani 时, 有范畴等价

FunL(Sp,D) ' D.

注记 2.2.40. . 这相当于说明 Sp 是单点所生成的稳定范畴.

以下给出当 C = Ani 时, 非约化纬悬谱的具体刻画

构造 2.2.41. (纬悬谱). 考虑函子 Q : Ani∗ → Ani∗, 使得

Q(X) := lim−→n≥0Ω
nΣnX

由 Σ a Ω 的单位 X → ΩΣX 可诱导出比较态射. 利用 Ω 保持滤余极限可知

ΩQ(ΣX) = Ω(lim−→n≥0Ω
nΣn+1X) ' lim−→n≥0Ω

n+1Σn+1X ' Q(X).

从而可定义谱 Σ∞X 使得 Σ∞(X)n := Q(ΣnX), 称为 X 的纬悬谱.
不难看出前述构造关于 X 的函子性, 进而纬悬谱可构成函子

Σ∞[−] : Ani∗ → Sp.
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定义 2.2.42. (非约化纬悬谱). 令 X 为生象. 定义其约化纬悬谱 S[X] ∈ Sp 为

S[X] := Σ∞(X+),

此处 X+ := X t ∗. 由此定义出函子

S[−] : Ani→ Sp.

当 X = ∗ 时, 定义球谱为
S := S[∗] = Σ∞(S0),

命题 2.2.43. . 非约化纬悬谱函子 S∞[−] 就是命题 2.2.37 中所述的 Σ∞
+ .

证明. 仍然由带点化函子为左伴随约化到 Ani∗ 的情况, 从而只需说明纬悬谱函子是 Ω∞ 的
左伴随即可. 对于带点生象 X, 有典范态射

uX : X = Ω0Σ0X → QX = Ω∞Σ∞X.

以下说明 uX 是 Σ∞ a Ω∞ 的单位, 即其给出三角等式. 换句话说, 对于全体谱 Y , 下述态射
复合为同构

HomSp(Σ
∞X,Y )

Ω∞

−−→ HomAni∗(Ω
∞Σ∞X,Ω∞Y )

−◦uX−−−−→ HomAni∗(X,Ω∞Y )

为此考虑图表

. . . ...
...

...

HomAni∗(Σ
2X,Y2) HomAni∗(ΩΣ

2X,Y1) HomAni∗(Ω
2Σ2X,Y0)

HomAni∗(ΣX,Y1) HomAni∗(ΩΣX,Y0)

HomAni∗(X,Y0)

'
Ω

'

Ω

Ω

'

此处将 Yi视为 Ω∞−i(Y ),由于对角态射为同构,因此沿对角态射的极限同构于HomAni∗(X,Ω∞Y ).
而该极限由可以先对列求再对行求, 沿第 k 列处的极限可以被计算为

lim←−n HomAni∗(Ω
nΣn+kX,Yk) ' HomAni∗(lim−→nΩ

nΣn+kX,Yk) ' HomAni∗(QΣkX,Yk).

再对行计算极限得到

lim←−k HomAni∗(QΣkX,Yk) ' HomSp(Σ
∞X,Y ).
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非约化纬悬谱函子可以类比于自由函子.
此时我们可以打个表类比经典的代数和稳定同伦, 具体内容请读者见 [Lurie, 2017] 或

[Hebestreit, 2021], [Cnossen, 2025a].

代数 稳定同伦

Ab Sp
整数环 Z 球谱 S
集合 S 生象 X0 = Ω∞X

自由生成 Abel 群 Z[S] 非约化纬悬谱 S[X]

交换环 E∞-环
ModR D(R)

注记 2.2.44. . 对于这部分内容, 我们将统称为 “高阶代数”, 注意到高阶代数与我们将在
第 3.2 节介绍的 “导出代数” 是不同的, 后者着眼于生象化.

2.2.5 谱的展示

回忆到, 对于 Abel 群 A, A 的展示就相当于说将 A 写为以下态射的余核

A = coker(Z[T ] f−→ Z[S]).

当取 S 为 A 遗忘掉群结构后得到的集合且 T 为 Z[A] 遗忘掉群结构后得到的集合时, 就称
为标准展示. 以下谈论在谱中的类似版本.

定义 2.2.45. (预谱). 预谱是指一族带点生象 (Xi)i∈Z≥0
配上未必可逆的态射 σn : Xn →

Ω(Xn+1). 预谱之间的态射 f : X → Y 是指一族带点态射 fn : Xn → Yn, 对于每个 n ≥ 0, 都
有 Ani 中的交换图表

Xn Yn

Ω(Xn+1) Ω(Yn+1).

fn

σX
n σY

n

Ω(fn+1)

将预谱所构成的范畴记作 PSp.

我们的想法是将预谱视为谱的展示. 注意到每个谱都自动是一个预谱. 反过来, 我们可
以通过以下方式将预谱转为谱:

构造 2.2.46. . 给定预谱 X, 对应其对应谱 Xsp 为 Sp 中的余极限

Xsp := lim−→ (Σ∞X0 → (Σ∞X1)[−1]→ (Σ∞X2)[−2]→ · · · ) ,

记 ε : ΣΩ→ id 为 Σ a Ω 的余单位, 则对应谱中的比较态射可由以下方式逐阶给出:

(Σ∞Xn)[−n]k = (Σ∞Xn)k−n = QΣk−nXn
σn−−→ QΣk−nΩXn+1

ε−→ QΣk−(n+1)Xn+1 = (ΣXn+1)[−(n+1)]k.
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注记 2.2.47. . 上述构造给出函子 (−)sp : PSp → Sp, 它是遗忘函子 U : Sp ↪→ PSp 的左伴
随.

命题 2.2.48. (标准展示). 每个谱 X 都自然同构于 (UX)sp.

证明. 固定谱 Y ∈ Sp, 有

HomSp((UX)sp, Y ) ' lim←−n HomSp((Σ
∞Xn)[−n], Y )

' lim←−n HomSp(Σ
∞Xn, Y [n])

' lim←−n HomAni∗(Xn,Ω
∞Yn)

' lim←−n HomAni∗(Xn, Yn) ' HomSp(X,Y ).

因此, 可使用这种方式表述 Sp 中的余极限.

推论 2.2.49. . 给定图表 F : I → Sp, 则

lim−→i∈IF (i) = ((lim−→i∈IF (i)n)n∈Z≥0
)sp,

此处预谱的结构态射由以下态射给出:

lim−→i∈IF (i)n
lim−→i(σn)

−−−−−→ lim−→i∈IΩF (i)n+1 → Ω(lim−→i∈IF (i)n+1).

2.2.6 t-结构

本节来介绍稳定范畴上的 t-结构, 这是三角范畴的 t-结构的推广. 粗略来说, 稳定范畴
C 上的 t-结构是指由全子范畴所构成的二元组 (C≤0, C≥0) 满足一些使得 C≥0 (或 C≤0) 中对
象均 “只存在于非负 (或非正) 数阶”. 这样可以恢复出一个 Abel 范畴, 更进一步, 可以帮
助我们在稳定范畴上的同伦 (若着眼于同调代数, 即为同调). 关于 t-结构, 最原始的文献是
[Pierre Deligne and Bernstein, 1983].

定义 2.2.50. . 令 C 为稳定范畴. C 的 t-结构是指二元组 (C≤0, C≥0), 满足:

1. C≥0 和 C≤0 均为 C 的全子范畴, 且关于同构封闭, 即只要包含某个对象, 就会包含所有
与之同构的对象;

2. 对 n ∈ Z, 记 C≥n := C≥0[n] 以及 C≤n := C≤0[n]. 则 C≥1 ⊆ C≥0, C≤0 ⊆ C≤1;

3. 对 X ∈ C≥1, Y ∈ C≤0, 有 HomC(X,Y ) ' 0;

4. 对于 X ∈ C, 存在纤维列 X ′ → X → X ′′ 使得 X ′ ∈ C≥1 且 X ′′ ∈ C≤0.
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定义-命题 2.2.51. . 令 C 为配有 t-结构的稳定范畴, 则对于每个 n ∈ Z, 全子范畴 C≤n 都
是 C 的左 Bousfield 局部化, 将局部化函子记为 τ≤n : C → C≤n. 对偶地, 全子范畴 C≥n 都是
C 的右 Bousfield 局部化, 将局部化函子记为 τ≥n : C → C≥n.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.2.1.5], 具体证明实际上是套用 Whitehead 定理.

推论 2.2.52. . 令 C 为配有 t-结构的稳定范畴, 则对于每个 n ∈ Z, 全子范畴 C≤n ⊆ C 关
于 C 的极限封闭. 对偶地, 全子范畴 C≥n ⊆ C 关于 C 中的余极限封闭.

注记 2.2.53. . 对于 m,n ∈ Z, 不难发现函子 τ≤n 和 τ≥n 限制到 C≤m 上总是一个自己到
自己的函子 (不一定为等价).

令 C 为配有 t-结构的稳定范畴, 且令 m,n ∈ Z. 前述注记表明具有以下交换图

C≥n C

C≥n ∩ C≤m C≤m.

τ≤m
τ≤m

不难发现根据定义 2.1.7 可知存在左 Beck–Chevalley 变换

γ : τ≤m ◦ τ≥n → τ≥n ◦ τ≤m

以下说明其为同构, 即上述图表是左可伴随的.

命题 2.2.54. . 令 C 为带有 t-结构的稳定范畴, 则 Beck–Chevalley 变换 γ : τ≤m ◦ τ≥n →
τ≥n ◦ τ≤m 是同构.

证明. 一切可以约化到同伦范畴之上, 因此转变为经典的三角范畴结果.

现在可以考虑 C≥0 ∩ C≤0, 我们将这一结构称为 t-结构的心.

定义-命题 2.2.55. . 全子范畴 C≥0 ∩ C≤0 是某个 Abel 范畴的脉. 称其为 t-结构的心, 记作
C♥.

证明. 为此只需观察到 πn HomC(X,Y ) ' Ext−n
C (X,Y ), 当 X,Y ∈ C♥ 时, Ext−n

C (X,Y ) =

π0 HomC(X[n], Y ) 在 n > 0 时消失, 因此 C♥ 确为 (1, 1)-范畴, 并且为 hC 配上 t-结构所得
到的心, 由三角范畴的经典论证可知 hC♥ 为 Abel 范畴.

我们可以由 t-结构恢复出稳定同伦概念3.

定义-命题 2.2.56. . 对 X ∈ C, 记 πn(X) := (τ≥nτ≤nX)[−n] ∈ C♥, 称为 X 关于该 t-结构
的稳定同伦, 则对纤维列 X → Y → Z 有 C♥ 中的长正合列

· · · → πn(X)→ πn(Y )→ πn(Z)→ πn−1(X)→ · · ·
3事实上, 如果关心同调代数, 此时应该称为同调, 如果使用上同调约定, 此时应该称为上同调.
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证明. 由 X → Y → Z 可延伸出长正合列 · · · → Z[−1] → X → Y → Z → X[1] → Y [1] →
· · · 立刻得到.

以下命题刻画说明如何经由局部化刻画 t-结构

命题 2.2.57. . 令 C 为稳定范畴, L : C → C 为局部化函子且 S 为 C 中一族使得 f ∈ S 都
有 L(f) 为等价的态射. 则以下条件等价:

1. 存在一族态射 {0→ X : L(X) ' 0} 生成 S;

2. L(C) 关于扩张封闭, 即考虑 C 中态射 X → Y → Z 则若 X 和 Z 在 L(C) 中, 则 Y 也
在;

3. 对于任意 A ∈ C 和 B ∈ L(C) 有 Ext1(LA,B) ↪→ Ext1(A,B) 为单射;

4. 全子范畴 C≥0 = {A : LA ' 0} 和 C≤−1 = {A : LA ' A} 确定了 C 上的 t-结构.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.2.1.16]

如三角范畴一般, 可以探讨 t-结构的有界性以及完备性.

定义 2.2.58. . 称稳定范畴 C 的 t-结构 (C≥0, C≤0) 为:

• 左有界的, 是指 C =
⋃

n∈Z C≤n;

• 右有界的, 是指 C =
⋃

n∈Z C≥n;

• 有界的, 是指 C 既是左有界的又是右有界的;

• 左分离的, 是指
⋂

n∈Z C≤n = 0;

• 右分离的, 是指
⋂

n∈Z C≥n = 0;

我们还可以考虑 Cat 中的极限

Ĉ := lim←−n∈Z

(
· · · → C≤2

τ≤1−−→ C≤1
τ≤0−−→ C≤0

τ≤−1−−−→ · · ·
)
.

使用 Cat 中极限的具体刻画可知, 其为 Fun(Z, C) 中的以下函子 F : Z → C 所张成的全子范
畴:

• 对于每个 n ∈ Z, 都有 F (n) ∈ C≤−n;

• 对于 m ≤ n ∈ Z, 都有 F (m)→ F (n) 诱导出等价 τ≤−nF (m)→ F (n).

定义 2.2.59. . 令 C 为稳定范畴, 则上述定义的 Ĉ 称为 C 的左完备化. 称稳定范畴 C 是左
完备的是指 C ' Ĉ. 类似地定义右完备.
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命题 2.2.60. . 令 C 为配有 t-结构的稳定范畴, 则:

1. Ĉ 是稳定范畴;

2. 令 Ĉ≤0 和 Ĉ≥0 分别为穿过 C≤0 和 C≥0 的函子所张成的全子范畴, 则 (Ĉ≤0, Ĉ≥0) 定义
了 Ĉ 上的 t-结构;

3. 存在典范正合函子 θ : C → Ĉ 其诱导范畴等价 C≤0 → Ĉ≤0.

注记 2.2.61. . 不难发现 C+ :=
⋃

n∈Z C≤n ↪→ C 会诱导出范畴等价 Ĉ+ ∼→ Ĉ, 并且函子
C → Ĉ 会诱导出范畴等价 C+ → Ĉ+ (注意此时加号位置). 因此左有界的稳定范畴理论和左
完备的稳定无穷范畴理论是等价的.

证明.

1. 注意到 Ĉ 可写为极限

Ĉ = lim←−

(
· · · → C≤0

τ≤0Σ−−−→ C≤0
τ≤0Σ−−−→ C≤0

)
.

因此这相当于说 Ĉop ' Sp(C≥0), 从而稳定;

2. 观察到, Ĉ 上的平移函子应当定义为

(F [n])(m) = F (n+m)[n].

从而 Ĉ≥0[1] ⊆ Ĉ≥0 且 Ĉ≤0[−1] ⊆ Ĉ≤0. 此外, 若 X ∈ Ĉ≥0 且 Y ∈ Ĉ≤0[−1], 则根据极限
的态射生象计算可知 HomĈ(X,Y ) 可以被计算为

lim←− (· · · → HomC(X(n), Y (n))→ HomC(X(n− 1), Y (n− 1))→ · · · )

而由 C 上的 t-结构知道每一项均可缩, 因此 HomĈ(X,Y ) ' 0. 最后取 X ∈ Ĉ, X ′′ =

τ≤−1 ◦X, 令 u : X → X ′′ 为诱导的态射, 则 fib(u) ∈ Ĉ≥0;

3. 现考虑 Z×C 中由使得 C ∈ C≤−n 的 (n,C)所张成的全子范畴,不难看出 D ⊆ Z×C 是
Bousfield局部化,记其左伴随为 L. 而 Fun(C,Fun(Z, C))可经由伴随变为 Fun(Z×C, C),
因此我们所求的典范函子 θ : C → Ĉ 可以转化为函子 Z×C → C,而这事实上是 Z×C L−→
D → C(注意到 D 其实标识了 Ĉ). 接下来说明 θ 是正合函子, 由稳定性可知只需证明
右正合, 而截断函子 τ≤n : C≤n+1 → C≤n 保持极限, 并且 Ĉ 中有限余极限是逐点计算
的, 因此一切又约化为说明

C θ−→ Ĉ → τ≤nC

的正合性, 但这一复合无非是 τ≤n. 最后说明其诱导范畴等价, 观察到 Ĉ≤0 实际上可以
写为以下极限

lim←−
(
· · · → C≤0

id−→ C≤0
τ≤−1−−−→ C≤−1 → · · ·

)
从而可知这确实就是 C≤0.
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命题 2.2.62. . 令 C 是配有 t-结构的稳定范畴, 且 C 具有可数余积, 且 C≥0 关于可数余积
是封闭的. 则以下条件等价:

1. C 左完备;

2. C 左分离.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.2.1.19]

以下探讨 t-结构与可表现范畴间的关系, 在可表现稳定范畴中, t-结构可以由一边所直接给
出.

定义 2.2.63. . 令 C 为可表现范畴, 称 t-结构 (C≥0, C≤0) 可达的是指子范畴 C≥0 ⊆ C 可表
现.

命题 2.2.64. . 令 C 为可表现稳定范畴. 则

1. 若 C′ ⊆ C 为关于余极限和扩张封闭的可表现子范畴, 则存在 C 上唯一的 t-结构使得
C′ = C≥0;

2. 令 {Xα} 为 C 中的一族对象, 且 C′ 为 C 中包含 Xα 且在扩张和余极限下封闭的最小
全子范畴. 则 C′ 是可表现的.

注记 2.2.65. . 该命题相当于在说可表现稳定范畴 C 中任意一族对象均可生成可达的 t-结
构.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.4.4.11]

以下观察 Sp的 t-结构,由于 Sp是可表现稳定范畴,因此我们可以用上述命题来生成 Sp
上的 t-结构, 不过我们事实上可以对于一般的可表现范畴 C 考虑 Sp(C) 上的 t-结构.

命题 2.2.66. . 令 C 为可表现范畴, Sp(C)≤−1 为由使得 Ω∞X 为 C 的终对象的 X 所张成
的全子范畴, 则 Sp(C)≤−1 确定了 Sp(C) 上的 t-结构.

证明. 根据命题 2.1.26 可知 X ∈ Sp(C) 落在 Sp(C)≤−1 中当且仅当

HomC(Cα,Ω
∞X) ' HomSp(C)(Σ

∞Cα, X)

对于所有的 Cα ∈ Cκ 是可缩的 (因为 Ω∞X 为终对象, 而 C 中所有对象都可写 Cα 的余极
限). 从而考虑包含 Σ∞(Cκ) 并且在扩张和余极限下封闭的范畴 Sp≥0(C), 根据命题 2.2.64 即
知 Sp≥0(C) 确定了 Sp(C) 上的 t-结构, 而前文相当于在说我们所定义的 Sp(C)≤−1 就是这个
t-结构所对应的 Sp(C)≤−1.
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现在令 C = Ani, 我们得到 Sp 上的 t-结构, 它会具有一些性质

命题 2.2.67. . Sp 上的 t-结构是左完备且右完备的, 且其心 Sp♥ 典范等价于 Ab. 这种
t-结构也被称为 Postnikov t-结构.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.4.3.6], 实际上前者是直接的验证, 而后者来自于以下一则
事实: X ∈ Sp♥ 当且仅当 X(n) 为 Ani 中的 n 阶 Eilenberg–Maclane 对象, 因此 Sp♥ 可以
计算为 Cat 中的极限

lim←−
(
· · · Ω−→ EM1(Ani) Ω−→ EM0(Ani)

)
,

此处 EMn(Ani)是 Ani中的 n阶 Eilenberg–Maclane对象所构成的全子范畴,而 [Lurie, 2009b,
Proposition 7.2.2.12] 说明 Sp 会等价于 CGrp(Disc(Ani)), 即为 Ab (注意到 Disc(Ani) =

Set).

注记 2.2.68. . 对于每个 n ∈ Z, X 7→ πnX 都会给出稳定同伦群 πn : Sp → Ab. 当 n ≥ 2

时, πn 即为
Sp Ω∞

−−→ Ani∗ πn−−→ Ab.

此处第二个函子为同伦群函子. 由于 Sp 是左完备且右完备的, 因此谱间态射 X → Y 为同
构当且仅当对于 n ∈ Z 都有 πnX → πnY 为同构.

由此可以具体将谱的同伦群计算出来: 对于谱 X 以及 k ∈ Z, 有

πk(X) := [S[k], X] = π0 HomSp(S[k], X).

2.3 谱的张量积

本节的主要目的在于说明 Sp 具有对称幺半结构.

2.3.1 Lurie 张量积

在本节中我们讲述 Lurie 张量积, 这是 PrL 上的对称幺半结构, 它的构造类似于模的张
量积, 由于其几乎所有结论都来自于 [Lurie, 2017, §4.8.1] , 因此将其称为 Lurie 张量积, 关于
可表现范畴的相关知识可以参考 [Lurie, 2009b, § 5.5].

记号 2.3.1. . 对于 C,D, E ∈ PrL 为可表现范畴, 记 FunbiL(C ×D, E) ⊆ Fun(C ×D, E) 限制
到为每个分量上分别保持余极限的函子所构成的全子范畴.

定义 2.3.2. (Lurie 张量积). 令 C,D ∈ PrL 为可表现范畴, 它们之间的 Lurie 张量积是
指可表现范畴 C ⊗ D 配上限制到每个分量上均保持余极限的函子

C × D → C ⊗D
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使得对于每个 E ∈ PrL, 其诱导范畴等价

FunL(C ⊗ D, E) ∼→ FunbiL(C × D, E).

由定义可以立刻知道

FunL(C ⊗ D, E) ' FunbiL(C × D, E) ' FunL(C,FunL(D, E)),

因此 FunL 是这一对称幺半结构的内 Hom. 由于对于任意 C ∈ PrL 都有 FunL(Ani, C) '
Fun(∗, C) ' C(定理 2.1.5), 这说明 Ani ∈ PrL 是 (PrL)⊗ 的幺元.

例 2.3.3. . 令 C = PSh(C0) 且 D = PSh(D0), 则根据定理 2.1.5 有

FunbiL(C × D, E) ' FunL(C,FunL(D, E)) ' FunL(C,Fun(D0, E)) ' Fun(C0 ×D0, E),

而这同构于 FunL(PSh(C0 ×D0), E) 因此

C ⊗ D ' PSh(C0 ×D0) = Fun((C0 ×D0)
op,Ani).

例 2.3.4. . 给定 C 关于态射 WC 的左 Bousfield 局部化 C → C′. 以及 D 关于态射 WD 的
左 Bousfield 局部化 D → D′. 则 C ⊗ D → C′ ⊗D′ 是 C ⊗ D 关于 WC⊗D 的左 Bousfield 局
部化. 因为

FunL(C′⊗D′, E) ' FunbiL(C′×D′, E) ' FunbiL,WC⊗D-局部(C×D, E) ' FunL,WC⊗D-局部(C⊗D, E)

由于每个可表现范畴均可写为预层范畴的 Bousfield 局部化, 因此例 2.3.4 以及 2.3.4 给
出了一般的 Lurie 张量积的存在性. 事实上, 可以更进一步给出以下公式:

引理 2.3.5. . C ⊗ D ' FunR(Cop,D).

警告 2.3.6. . 这件事情无论是对于 C 还是对于 D 不能以直接的方式具有函子性.

证明. 不妨将 C 与 D 写为 PSh(C0) 与 PSh(D0) 的左 Bousfield 局部化, 因此有

FunR(Cop,D) ⊆ FunR(PSh(C0)op,D)

' Fun(Cop
0 ,D)

⊆ Fun(Cop
0 ,PSh(D0))

' PSh(C0 ×D0),

其间包含关系由局部化给出, 不难发现 FunR(Cop,D) 为 PSh(C0 × D0) 中局部对象所构成的
全子范畴, 因此其为 C ⊗ D.

引理 2.3.7. . 对于任意可表现范畴 C ∈ PrL, Ani∗ ⊗ C = C∗.
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证明. 将 Ani∗ 视为 Ani[1] 中全体在 0 处为 ∗ 的箭头所张成的全子范畴, 不难发现有左 Bous-
field 局部化 Ani[1] → Ani∗, (A → X) 7→ X/A. 从而 FunR((Ani∗)op, C) 可以视为 Fun([1], C)
中在 0 处为 ∗ 的态射所张成的全子范畴, 即为 C∗.

引理 2.3.8. . 1. S[−] : Ani → Sp 诱导范畴等价 Sp ' Sp ⊗ Sp, 即 Sp 为 PrL 中的交换
代数;

2. 可表现范畴 C ∈ PrL 是稳定的当且仅当有自然的范畴等价

C ∼→ Sp⊗ C,

即可表现稳定范畴为 Sp 在 PrL 上的模.

证明. 对于 C ∈ PrL, 有 PrL 中的余极限

Sp⊗ C ' lim−→
(
C∗

Σ−→ · · ·
)

而当 C 稳定时, 后者无非是 C.

2.3.2 谱的张量积

以下构造谱的张量积, 由引理 2.3.8 可知 Sp ∈ PrL 为交换代数, 这直接给出 Sp 上的对
称幺半结构.

由于这来自于 Lurie 张量积, 因此

−⊗− : Sp× Sp→ Sp

关于双边均保持余极限. 本节使用谱的展示来具体的研究谱的张量积. 由于每个谱均可通过
命题 2.2.48 表现为纬悬谱的余极限, 根据 [Hebestreit, 2021, Proposition II.51] 可知纬悬谱
函子是对称幺半函子, 因而只需对于纬悬谱构造张量积即可. 那么研究纬悬谱的张量积就需
要研究 Ani∗ 上的对称幺半结构.

Ani∗ 上的对称幺半结构被称为缩积, 给定生象 X 和 Y , 定义 X 与 Y 的缩积 X ∧ Y 为
推出

X ∨ Y X × Y

∗ X ∧ Y.

PO

从而可将谱的张量积刻画入戏啊：

定义 2.3.9. . 令 X,Y ∈ Sp 为谱, 则 X 与 Y 的张量积定义为 Sp 中的余极限

X ⊗ Y := lim−→nlim−→m (Σ∞(Xn ∧ Ym)[−(n+m)]) .

注记 2.3.10. . 不难发现其幺元为球谱 S.
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接下来介绍映射谱的概念以说明谱的张量积是闭对称幺半的.

构造 2.3.11. . 令 Y 和 Z 为谱, 对应映射谱 map(Y, Z) ∈ Sp 为

map(Y, Z)n := HomSp(Y, Z[n]) ' lim←−k HomAni∗(Yk, Zk+n),

此处结构态射由以下公式给出

HomSp(Y, Z[n]) ' HomSp(Y,Ω(Z[n+ 1])) ' ΩHomSp(Y, Z[n+ 1]).

这定义出函子
map : Spop × Sp→ Sp.

接下来说明 Sp 是闭对称幺半的.

命题 2.3.12. . 对于任意谱 Y , 函子 map(Y,−) 均为 −⊗ Y 的右伴随.

证明. 直接进行计算得到

HomSp(X ⊗ Y, Z) = HomSp(lim−→nlim−→m (Σ∞(Xn ∧ Ym)[−(n+m)]) , Z)

' lim←−n,m HomSp(Σ
∞(Xn ∧ Ym), Z[n+m])

' lim←−n,m HomAni∗(Xn ∧ Ym, Zn+m)

' lim←−n,m HomAni∗(Xn,Hom(Ym, Zn+m))

' lim←−n HomAni∗(Xn,map(Y, Z)n)

' HomSp(X,map(Y, Z)).

对于映射谱, 其上的同伦群就是构造 1.3.4 所建立的上同调理论:

定义 2.3.13. . 令 E 为谱, X 为生象, 定义 X 的 E-系数同调群为

E∗(X) := π∗(S[X]⊗ E).

对偶地, 定义 X 的第 k 阶 E-系数上同调群为

E∗(X) := π−∗ map(S[X], E).
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3.1 同调代数

在阅读本节之前假定读者都已经学过了经典范畴论中的导出范畴构造, 如果没有学过可
以参考 [Zheng, 2024] 和 [李文威, 2024].
考虑环化空间 X, 记 QCoh(X) 为 X 上拟凝聚层所构成的范畴.
我们知道在 fpqc 景 C 中, 函子

X 7→ QCoh(X)

关于 C 中的覆盖满足下降条件. 换句话说上面三个函子都会构成 (2, 1)-层 (也就称为叠).
具体而言, 考虑 C 中的开覆盖 (Ui → U)i∈I , 有如下的正合列

QCoh(U)
∏

i QCoh(Ui)
∏

i,j QCoh(Ui ∩ Uj)
∏

i,j,k QCoh(Ui ∩ Uj ∩ Uk)

此处 Ui ∩ Uj 是指拉回 Ui ×U Uj , 对于熟悉同调代数的读者而言这个设定应该是熟知的.
现在我们考虑 QCoh(X) 的导出范畴 D(X) := DQCoh(X). 此时就出现了一个问题, 它无

法下降. 我们使用以下例子说明这一问题让我们回到概形. 令 P1 为 Z 上的射影直线. 作为
概形, 可以将 P1 视为两个仿射直线 A1

Z 反着粘起来, 因此可以写为

SpecZ[X,X−1] SpecZ[T ]

SpecZ[U ] P1

PO

我们知道若 D(X) 可以下降, 则

D(P1) D(Z[T ])

D(Z[U ]) D(Z[X,X−1])

应当为 (2-范畴意义下的) 拉回图表, 但很可惜, 它不是. 因为事实上存在非零态射 O →
O(−2)[1] 使得其在 D(Z[U ])×D(Z[X,X−1]) D(Z[T ]) 中为 0. 因此其无法满足下降条件, P1 上
拟凝聚层的导出范畴信息无法由其仿射区域所确定.
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那么问题会出在哪里呢? 出在我们对于导出范畴的构造上.
我们知道在构造导出范畴的过程中, 我们原本的打算是逆掉全体拟同构, 但是在经典范

畴论中逆掉弱等价的最佳方式就是将其刻画为某种商.
具体的构造过程请参考任意一本前文提到的同调代数教材, 这并不是我们的主题, 现在

我们直接给出最终得到的东西.
令 A 为 Abel 范畴且 D−(A) 为其下有界导出范畴. 换句话说我们可以将其中对象描述

为这样的链复形

P∗ = (· · · → Pn−2 → Pn−1 → Pn → 0) , 对于任意i, Pi 均投射

由于我们将导出范畴刻画为商, 因此其中态射实际上为 HomCh∗(A)(P∗, Q∗) 中的同伦类. 这
就是问题所在, 由于我们将态射直接设置为同伦类, 因此无法记录两个态射之间是如何同伦
的, 换句话说, 原本我们有这样一个图表

P∗ Q∗

f

g

· · ·

其中 2-箭头 f ⇒ g 表示从 f 到 g 的同伦, 此外还有 3-箭头, 4-箭头... 但是在经典的导出范
畴中, 我们只剩下

P∗ Q∗
[f ]=[g]

此处 [f ] 和 [g] 表示同伦类. 这样零伦的态射就自动被视为 0 了. 不妨将本节视为稳定范畴
的一个重要例子.

3.1.1 Dold–Kan 对应

本节旨在讲述如何将同伦线性化, 以得到同调的信息, 并且如何将同调的信息对应回同
伦上的信息. 这种对应称为 Dold–Kan 对应.
将同伦信息线性化的过程称作 Dold–Kan 对应.

注记 3.1.1. . 本小节中若无特殊说明, 所论范畴均为 1-范畴.

首先, 我们讲述如何从单纯集得到一个链复形, 令 S ∈ sSet 为单纯集, 考虑自由 Abel 群
函子所诱导的函子 sSet→ sAb, 有 Z(S)n = Z(Sn) 为 Sn 所生成的自由 Abel 群. 不难发现,
当 S = Sing(E), E ∈ Top 为拓扑空间时, Z(S)n 即为奇异同调论中的奇异链群, 因此我们可
以仿照奇异同调论中的思想, 将单纯集编码为链复形.

定义 3.1.2. (Moore 链复形). 令 S 为单纯 Abel 群, 对于每个 n ∈ Z≥1, 定义

∂ : Σn
i=0(−1)i di : Sn → Sn−1;

这使得 (Sn)n≥0 连同 ∂∗ 构成链复形 S∗ ∈ Ch≥0(Ab), 称为 Moore 链复形或非正规化链复
形, 记为 C∗(S).
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注意到此时我们并没有用到任何与退化态射相关的信息, 因此上述定义完全可以搬至半
单纯 Abel 群中.

不过此时我们仍然可以考虑其上全体退化单形所张成的子链.

构造 3.1.3. . 令 S ∈ sAb 为单纯 Abel 群, Dn(S) 为 Sn 中全体退化单形所构成的子群, 即
Dn(S) :=

∑n−1
i=0 im(sin−1) ⊆ Sn. 不难说明其构成的链复形 D∗(S) 是 C∗(S) 的子链复形.

以最精简的保留有效信息为原则, D∗(S) 的信息是应当被商掉的, 这一过程称为正规化.

构造 3.1.4. . 令 S ∈ sAb 为单纯 Abel 群, S∗ 为其对应的 Moore 链复形, 定义 N∗(S) :=

C∗(S)/D∗(S), 称为正规化链复形.

事实上, 上述构造也可以写为 S∗ 的子链复形的形式.

定义 3.1.5. . 令 S ∈ sAb 为单纯 Abel 群, 对 n ∈ Z≥0 和 0 ≤ k ≤ n 定义

Nn(S) :=

n⋂
i=1

ker(Sn
di−→ Sn−1), n ≥ 1

当 n = 0 时定义为 S0. 这连同 d0 : Sn → Sn−1 在 Nn(S) 上的限制给出链复形 N∗(X), 称为
正规化链复形.

事实 3.1.6. . 两种方式定义的正规化链复形是同构的. 这一事实实际上可以在 Dold–Kan
对应的具体证明中看出.

不难发现当我们取 S = Z(∆n) 时, 上述构造给出函子

∆

sAb Ch≥0(Ab).

y
[n] 7→N∗(Z∆n)

N

我们可以利用实现-脉伴随定义其右伴随为 DK(C∗) := [n] 7→ HomCh∗(Ab)(N∗(Z∆n), C∗), 称
为 Dold–Kan 对象. 具体刻画其定义:

定义 3.1.7. . 取定 Ch≥0(Ab)中的对象 C∗,依照以下方式定义单纯 Abel群 DK(C∗) ∈ sAb:

• 对于 n ∈ Z≥0, 定义 DKn(C∗) :=
⊕

α : [n]↠[k] Ck, 此处 α 取遍 [n] 到 [k] 的全体满射;

• ∆ 中的态射 β : [n′] → [n] 给出的态射 DKn(C∗) → DKn′(C∗) 在 α : [n] ↠ [k] 和
α′ : [n′]→ [k′] 对应的直和分量定义如下:

– 若 k′ = k, 且有交换图表
[n′] [n]

[k′] [k]

β

α′ α

id

则 Ck → Ck′ 是恒等态射 idCk
;
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– k′ = k − 1, 且有交换图表
[n′] [n]

[k′] [k]

β

α′ α

+1

则 Ck → Ck′ 为边缘态射 ∂k : Ck → Ck−1;

– 其它情况下 Ck → Ck′ 为零.

DK(C∗) 称为链复形 C∗ 的 Dold–Kan 对象, 函子 DK : Ch≥0(Ab) → Fun(∆op,Ab) = sAb
被称为 Dold–Kan 对应.

注记 3.1.8. . 一种更自然的视角是这样看: 给定链复形 C∗, 将其上所有面态射拆出可以得
到半单纯对象 C单

· · · C2 C1 C0

∂ ∂ ∂

而 DK(C∗) 相当于左 Kan 延拓
∆单

∆ Ab

(C)单

Lani(C)单

注记 3.1.9. . 不难发现, 取 G 为交换群, n ≥ 0 为非负整数, 且令 G[n] 为在 n 处
为 G, 在其它地方为 0 的链复形, 不难发现 DK(G[n]) = K(G,n) 为定义 1.2.1 所给出的
Eilenberg–Maclane 空间, 因此在 [Lurie, 2018a, Tag 00QT] 以及部分其它文献中喜欢将 DK
称为 Eilenberg–Maclane 函子, 不过我们在后文中将更加深入的讨论这一点.

引理 3.1.10. . 伴随对 N∗ a DK• 构成范畴等价.

证明. [Lurie, 2017, Lemma 1.2.3.13].

上述所有内容都可以直接推广到加性范畴 A 的情况, 只需将单纯 Abel 群改为 A 中的
单纯对象即可. 特别地, Dold–Kan 对应此时变为.

定理 3.1.11. (Dold–Kan 对应). 令 A 为加性范畴. 则函子

DK• : Ch≥0(A) ↪→ Fun(∆op,A) = sA

全忠实, 特别地, 当 A 幂等完备时, 其为范畴等价.

证明. [Lurie, 2017, Theorem 1.2.3.7].

最后给出一则模型范畴上的事实:

命题 3.1.12. . 在 Ch≥0(Ab) 上具有以下投射模型结构:
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1. 弱等价定义为拟同构;

2. 纤维化定义为链复形之间的逐点满射.

且 Dold–Kan 对应给出 Quillen 等价 Ch≥0(Ab)proj 'Quillen sAbQuillen. 此处 sAbQuillen 表示
sAb 上带有 sSet 限制而来的 Quillen 模型结构.

注记 3.1.13. . 事实上, 上述结果可以被推广到幂等完备的加性范畴 A 上, 不过此时给出
的是单纯范畴间的弱等价, 经由范畴等价 Cat ' Nhc(Kan-Cat) 给出对应 (∞, 1)-范畴间的等
价, 证明见 [Lurie, 2017, Proposition 1.3.2.23].

3.1.2 微分分次范畴

注记 3.1.14. . 本小节中若无特殊说明, 所论范畴均为 1-范畴.

而后我们来介绍微分分次范畴, 这是一种描述链复形范畴的高阶信息的方式.

定义 3.1.15. . 令 k 为交换环, k 上的微分分次范畴 C 由以下信息组成:

• 集合 {X,Y, · · · }, 称为 C 中的对象;

• 对于任意的 X,Y ∈ C, 都有链复形 HomC(X,Y )∗

· · · → HomC(X,Y )1 → HomC(X,Y )0 → HomC(X,Y )−1 → · · ·

• 对于任意三元组 (X,Y, Z), 复合态射定义为

HomC(Y, Z)∗ ⊗k HomC(X,Y )∗ → HomC(X,Z)∗;

• 对于每个 X ∈ C, 都有恒等态射 idX ∈ HomC(X,X)0 使得

g ◦ idX = g, idX ◦ f = f.

使得对于任意 f ∈ HomC(W,X)p, g ∈ HomC(X,Y )q 以及 h ∈ HomC(Y, Z)r 都有

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

当 k = Z 时, 称 k 上的微分分次范畴为微分分次范畴, 简称 dg-范畴.

例 3.1.16. . 令 A 为加性范畴, 则 Ch∗(A) 自动构成微分分次范畴.

构造 3.1.17. . 对于 k 上的微分分次范畴 C, 我们可以通过以下方式将其编译为 (∞, 1)-范
畴. 考虑复合函子

Ch∗(k)
τ≥0−−→ Ch≥0(k)

DK−−→ Fun(∆op,ModR)→ Fun(∆op, Set)

Alexander–Whitney 构造说明该函子是右松幺半函子. 它可以将 k 上的微分分次范畴编码
为单纯范畴 C∆:
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• 其对象为 C 中的对象;

• 对于 X,Y ∈ C, HomC∆(X,Y )• := DK•(τ≥0 HomC(X,Y )∗).

称 C∆ 为 C 的底单纯范畴.

定义 3.1.18. . 令 C 为 k 上的微分分次范畴, 则 C 的微分分次脉定义为其底单纯范畴的同
伦脉, 即 Nhc(C∆).

注记 3.1.19. . 在 [Lurie, 2017, Proposition 1.3.1.17] 表明上述定义与其书内的微分分次脉
定义是等价的. 这也说明在构建微分分次脉时, 我们其实并没有用到链复形的全部信息, 事
实上定理 3.1.23 表明 k 上的微分分次范畴应当被视为 k-线性稳定范畴, 这样完整的记录了
链复形的各阶信息.

命题 3.1.20. . 令 A 为加性范畴, HEch 表示其链同伦等价所构成的子集, 则

Ndg(Ch∗(A)) ' N(Ch∗(A))[HE−1
ch ]

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.3.4.5].

以下一则结果写给具有相关知识储配的读者, 算是本节的题外话:

定义 3.1.21. . 令 C 和 D 为 k 上的微分分次范畴, 则从 C 到 D 的微分分次函子 F 由以
下信息组成:

• 对于任意对象 X ∈ C, 都有 F (X) ∈ D;

• 对于任意两个对象 X,Y ∈ C, 都有链复形之间的态射

αX,Y : HomC(X,Y )∗ → HomC(F (X), F (Y ))∗.

上述信息需要满足以下相容性:

• 对于任意 X ∈ C, 都有 αX,X(idX) = idF (X);

• 对于任意三元组 X,Y, Z ∈ C, f ∈ HomC(X,Y )p, g ∈ HomC(Y, Z)q 都有

αX,Z(g ◦ f) = αY,Z(g) ◦ αX,Y (f).

因此可定义 k 上全体微分分次范畴所构成的范畴, 记为 Catdgk.

以下揭示其上的模型结构, 由此给出对应的 (∞, 1)-范畴.

命题 3.1.22. . 令 k 为交换环. 则 Catdgk 上存在组合的模型结构, Dwyer–Kan 地定义如
下:
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弱等价. 微分分次函子 F : C → D 被称为是弱等价, 是指 F 诱导出 hC → hD 上的范畴等价,
并且对于全体 X,Y ∈ C, 都有 HomC(X,Y )∗ → HomD(F (X), F (Y ))∗ 为拟同构;

纤维化. 微分分次函子 F : C → D 被称为是纤维化是指其满足以下条件:

– F 诱导同伦范畴上的同纤维化;

– 对于任意 X,Y ∈ C, 都有逐点的满射

HomC(X,Y )∗ → HomD(F (X), F (Y ))∗.

将该模型范畴所对应的 (∞, 1)-范畴记为 Catkdg.

证明. [Tabuada, 2004].

由此可以得到

定理 3.1.23. (k 上的微分分次范畴是 k-线性稳定范畴). 有 (∞, 1)-范畴等价

Catkdg ' ModH k-Mod((Prst)⊗)

即 k 上的微分分次范畴即为 k-线性稳定范畴.

证明. [Cohn, 2016]

3.1.3 导出范畴

注记 3.1.24. . 本节中, 我们将省略范畴的脉的记号 (虽然在引言的符号约定中已经写过),
当然微分分次脉的记号不会省略. 此外, K(A) 和 D(A) 总是表示 1-范畴中的版本.

本节来描述如何构建导出范畴, 由于我们的工作环境是同伦论, 因此从链复形开始描述
导出范畴是更为合适的.

令 A 为 Abel 范畴, Ch∗(A) 为 A 的链复形所构成的范畴. 粗略来说, 导出范畴就是左
Bousfield 局部化 D(A) := Ch∗(A)[qis−1].

定义 3.1.25. . Abel 范畴 A 的链同伦范畴 K(A) 定义为局部化 Ch∗(A)[HE−1
ch ]. 而 A 的导

出范畴 D(A) 定义为局部化 Ch∗(A)[qis−1].

注记 3.1.26. . 上述定义无论在经典的 1-范畴还是 (∞, 1)-范畴中都是成立的, 不过由于
1-范畴中没能记录到高阶信息 (我们只能使用 Gabriel–Zisman 方法将局部化刻画为商), 从
而忽略了高阶信息.

本节的目的在于具体地刻画这一局部化, 我们使用微分分次范畴来刻画导出范畴.
根据命题 3.1.20 可知对于 Abel 范畴 A, Ndg(Ch∗(A)) ' Ch∗(A)[HE−1

ch ]. 而我们想要构
建的导出范畴是 N(Ch∗(A))[qis−1], 因此我们实际上需要寻找一个使得拟同构即为链同伦等
价的 Abel 范畴 A′ 来做到这一切, 我们先来刻画有界的情况.

首先进行一些记号上的约定
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记号 3.1.27. . 令 Aproj 为 A 中全体投射对象所张成的全子范畴. 类似地, 令 Ainj 为 A 中
全体内射对象所张成的全子范畴.

记号 3.1.28. . 令 A 为加性范畴. 记 Ch∗(A) 中下有界链复形 (即对于 n � 0 有 Mn ' 0

的 M∗) 所张成的全子范畴为 Ch−(A), 对应的链同伦复形范畴为 K−(A). 类似地, 记 Ch∗(A)
中上有界链复形所张成的全子范畴为 Ch+(A), 对应的链同伦复形范畴为 K+(A).

而我们知道在 1-范畴中有以下一则事实

命题 3.1.29. . 令 A 为带有足够投射对象的 Abel 范畴, 则 K−(Aproj) ' D−(A).

证明. [Zheng, 2024, Corollary 2.5.24]

这相当于在说, 上述情况同伦等价即为拟同构, 因此可以得到定义.

定义 3.1.30. . 若 A 为带有足够投射对象的 Abel 范畴, 则其下有界导出范畴定义为
D−(A) := K−(Aproj). 类似地, 若 A 为带有足够投射对象的 Abel 范畴, 则其上有界导出范
畴定义为 D+(A) := K+(Ainj)

注记 3.1.31. . [Lurie, 2017, Theorem 1.3.4.4] 说明其确实为 Ch−(A) 关于拟同构的局部
化, 并且 [Lurie, 2017, Proposition 1.3.4.6] 表明 D−(A) 是 K−(A) 关于拟同构的 Bousfield
局部化.

不难发现有典范地范畴等价 D+(A)op ' D−(Aop).
以下说明导出范畴会是稳定的.

命题 3.1.32. . 令 A 为加性范畴, 则 K(A) 是稳定范畴.

证明. 详细证明见 [Lurie, 2017, Proposition 1.3.2.10], 在此只简述证明过程, 我们只需要证
明以下两点:

• K(A) 是带点范畴;

• Σ: K(A)→ K(A) 是等价.

第一点是显然的, 至于第二点, 考虑以下链复形

E(1)k =

Z, k ∈ {0, 1}

0, 其它

它是 Z(∆1) 所对应的正规化链复形. 则对于链复形间的态射 f : M∗ →M ′
∗, 其映射锥 C(f)∗

定义为 Ch∗(A) 中的推出
M∗ E∗(1)⊗M∗

M ′
∗ C(f)∗

PO
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因而考虑 C(M∗ → 0) = ΣM∗, 计算得到其为链复形的平移函子 M∗ 7→M∗−1, 而后者显然为
范畴等价, 因此 K(A) 稳定.

推论 3.1.33. . 令 A 为带有足够投射对象的 Abel 范畴, 则导出范畴 D−(A) 是稳定的 (同
理, 对于带有足够内射对象的 Abel 范畴 A, D+(A) 也是稳定的).

以下确定 D−(A) 上的典范 t-结构, 不难发现 D−(A) 上的次数由其同调所决定.

命题 3.1.34. . 令 A 为带有足够投射对象的 Abel 范畴, 则导出范畴 D−(A) 上带有典范的
t-结构 (D−

≥0(A),D
−
≤0(A)), 定义如下:

• D−
≥0(A) 为使得 n < 0 时 Hn(A∗) = 0 的链复形 A∗ 所张成的全子范畴;

• D−
≤0(A) 为使得 n > 0 时 Hn(A∗) = 0 的链复形 A∗ 所张成的全子范畴.

特别地, D−(A)♥ ' A.

证明. 详细证明见 [Lurie, 2017, Proposition 1.3.2.19], 关于 t-结构的部分只是平凡的验证,
我们只描述其心, 注意到 A∗ 7→ H0(A∗) 给出函子 θ : K(A)→ A. 令 C ⊆ K(A) 为由在 n < 0

时 Pn ' 0 且 n 非零时 Hn(P∗) = 0 的链复形 P∗ 所张成的全子范畴, 则 C ' D−(A)♥. 而计
算得到 θ |C 会是全忠实的, 因为其没有高阶同调且负数情况为 0, 因而 HomC(P∗, Q∗) 离散.
接下来考虑只在 0 阶取为 A ∈ A, 其余地方为 0 的链复形 A∗, 可知 A∗ ∈ C, 即 θ |C 本质满,
因而 C ' A.

而在 Grothendieck Abel 范畴中, 我们可以刻画无界的导出范畴 (由于其具有足够的内
射对象, 因而首先考虑其内射模型结构), 这是因为这个时候其上具有合适的内射模型结构.

命题 3.1.35. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 则 Ch∗(A) 上具有组合的内射模型结构:

弱等价. 弱等价定义为逐点的弱等价;

余纤维. 余纤维化定义为逐点的余纤维化, 即逐点的单射;

警告 3.1.36. . 上述模型结构并非单纯模型结构, 因此不能直接使用定义-命题 2.1.1 看待.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.3.5.3]. 该证明依赖于 A 是可表现的以及 (AB5).

从而, 根据模型范畴的基本知识, 令 Ch∗(A)◦ 为命题 3.1.35 中所述模型结构中双纤维性
对象所张成的全子范畴, 可以将 A 的无界导出范畴定义为以下可表现范畴 (命题 3.1.40 将说
明这确实是关于拟同构进行局部化):

定义 3.1.37. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 记 D(A) := Ndg(Ch∗(A)◦).

注记 3.1.38. . 在 D(A) 中, 其内对象其实是 K-内射链复形, 其纤维性替换是所谓 K-内射
消解, 详见 [李文威, 2024, § 3.15], 而由于内射对象构成的上有界链复形必然为 K-内射的, 因
此 D+(A) ⊆ D(A) 为全子范畴.
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接下来讨论 D(A) 的性质, 首先我们关注它是否会是稳定的.

命题 3.1.39. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 则 D(A) 是稳定范畴.

证明. 只需说明 D(A) ⊆ K(A) 为稳定子范畴即可. 即说明对于 f : M∗ → N∗ ∈ D(A), 有映
射锥 C(f)∗ ∈ D(A). 为此, 只需说明 C(f)∗ 是纤维性对象即可, 而我们知道 f : M∗ → N∗ 可
诱导出 Puppe 序列 M∗ → N∗ → C(f) → M∗[1] → · · · , 而 M∗[1] 为纤维性对象, 因此只需
说明 C(f)∗ →M∗[1] 是纤维化即可. 即对于任意平凡余纤维化 A∗ → B∗, 以下图表中虚线

A∗ C∗(f)

B∗ M∗[1]

i

的存在性. 而这实际上可以由 N∗[1] 关于 C∗(i) ↪→ C∗(idB) 的提升性质得到.

注意到由于警告 3.1.36 的存在, 我们不能直接使用定义-命题 2.1.1 说明我们所定义的
D(A) 是 Ch(A) 关于拟同构的逆, 但事实上, 它会是成立的, 即我们所定义的 D(A) 确实是定
义 3.1.25 所给出的导出范畴.

命题 3.1.40. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 则 K(A) → D(A) 是关于拟同构的
Bousfield 局部化且 D(A) 是 Ch∗(A) 配上命题 3.1.35 所述模型结构后的底 (∞, 1)-范畴.

注记 3.1.41. . 从而根据注记 2.1.2 可知其为可表现范畴.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.3.5.13 , Proposition 1.3.5.14 配上 Proposition 1.3.5.15].

最后, 来谈谈 D(A) 上的 t-结构.

定义-命题 3.1.42. . 令 A 是 Grothendieck Abel 范畴, 则对于 n ∈ Z, 定义

1. K≥n(A)为由 k < n时 Hk(M∗) ' 0的链复形M∗ 所张成的全子范畴,且记 D≥n(A) :=
D(A) ∩ K≥n(A);

2. K≤n(A)为由 k > n时 Hk(M∗) ' 0的链复形M∗ 所张成的全子范畴,且记 D≤n(A) :=
D(A) ∩ K≤n(A);

则 (K≥0(A),K≤0(A)) 构成 K(A) 上的 t-结构且 (D≥0(A),D≤0(A)) 构成 D(A) 上的 t-结构,
且其

• 可达 (定义 2.2.63);

• 右完备 (定义 2.2.59);

• 与滤余极限相容, 即 D≤0(A) 关于 D(A) 的滤余极限封闭.
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警告 3.1.43. . 一般而言 D(A) 不会是左完备的.

证明. [Lurie, 2017, Proposition 1.3.5.21]

注记 3.1.44. . 在 3.2.2 节中我们将给出无界导出范畴的另一种刻画. 此外, [Lurie, 2018b,
Appendix C]中所描述的 Grothendieck 预稳定范畴, 非分离导出范畴以及关于导出范畴的
左完备化的处理属于本讲义的遗珠, 感兴趣的读者可自行探索.

注记 3.1.45. . 此外, 导出范畴具有下降性质, 可参见 [Heyer and Mann, 2024, Proposition
A.4.23]

3.1.4 导出范畴的泛性质

本节来揭示导出范畴的泛性质, 在本节中我们只研究 D−(A) 的泛性质, D+(A) 是对偶
得到的.

定义 3.1.46. . 令 C 和 C′ 为配有 t-结构的稳定范畴,

• 称函子 f : C → C′ 为右 t-正合的是指其正合且将 C≥0 映到 C′≥0;

• 称函子 f : C → C′ 为左 t-正合的是指其正合且将 C≤0 映到 C′≤0;

• 称函子为 t-正合是指其既右 t-正合又左 t-正合.

导出范畴具有以下泛性质:

定理 3.1.47. . 令 A 为带有足够投射对象的 Abel 范畴, 且 C 为带有左完备的 t-结构的稳
定范畴, 且 E ⊆ Fun(D−(A), C) 为由全体将 A 中投射对象打到 C♥ 的右 t-正合函子所张成
的全子范畴, 则 F 7→ τ≤0 ◦ (F |D−(A)♡) 给出从 E 到 Funrex(A, C♥) 的范畴等价, 此处 Funrex

是右正合函子所张成的全子范畴.

注记 3.1.48. . 该泛性质相当于说: 给定右正合函子 A → C♥, 它就可以以一种本质唯一的
方式提升为稳定范畴间的右 t-正合函子 D−(A)→ C.

证明. [Lurie, 2017, Theorem 1.3.3.2].

因此, 我们可以得到一些有趣的结果:

例 3.1.49. . 根据命题 2.2.67, 我们知道 Sp♥ ' Ab. 因此给定函子 A → Ab 就相当于给出
函子 D−(A)→ Sp. 我们称该函子为广义 Eilenberg–Maclane 谱. 特别地, 取 A = Ab 时,
所得到的函子为 H : D(Z) → Sp, 简称 Eilenberg–Maclane 谱, 它是 Dold–Kan 对应的稳定
版本.

例 3.1.50. . 经典的导出函子也可以通过上述泛性质进行解释,给定右正合函子 f : A → B,
它可以本质唯一的确定左导出函子 F : D−(A)→ D−(B).
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最后, 我们来说明导出范畴是具有函子性的

命题 3.1.51. . 令 Catproj,Ab,ex,(1) ⊆ Cat(1) 为全体具有足够投射对象的 Abel 范畴及其间
正合函子所张成的全子范畴, 则

D− : Catproj,Ab,ex,(1) → Cat,A 7→ D−(A)

构成函子.

证明. 考虑范畴 Catt,st 为带有 t-结构的稳定范畴及其间 t-正合函子所构成的范畴, 则取心给
出函子 (−)♥ : Catt,st → Catproj,Ab,ex,(1). 而后令 X ⊆ Catt,st 为范畴等价于 D−(A) 的范畴
所构成的范畴. 因此根据定理 3.1.47, (−)♥ |X 是全忠实的, 从而为范畴等价. 取逆得到我们
所求的 D−.

3.2 Lawever 理论与生象化
在本节中, 我们将讲述生象化所构建的同伦代数理论, 这种方式肇始于 Jiří Rosický 对

于同伦代数的探索, Lurie 在 [Lurie, 2009b, § 5.5.8] 中将其称为非 Abel 导出范畴, 而这种方
式将 Set 上代数结构变为其同伦版本的过程称为生象化, 或称导出代数.

3.2.1 生象化

为在一般的范畴 C 上研究代数结构, Francis William Lawvere 提出 Lawvere 理论这一
概念.

定义 3.2.1. . Lawvere 理论是指带有有限乘积的 1-范畴 T.

Lawvere 理论将代数结构的计算记录于 T 的态射中.

定义 3.2.2. . 对于 Lawvere 理论 T 以及带有有限乘积的 1-范畴 C, 定义 C 中的 T-代数为
保持乘积的函子

A : T→ C.

而 T-代数间的同态定义为函子间的自然变换, 将 T-代数所构成的范畴记为 T-Alg(C).

我们通过以下例子来体会前文中给出的说法:

例 3.2.3. . • 令 T = Finop 为有限集范畴的反范畴, 则 Set 中的 T-代数为集合, 且
T-Alg(Set) ' Set, 此时也将 T 称为集合的 Lawvere 理论;

• 令 T = FreeFinGroupop 为有限生成自由群范畴的反范畴, 记 F (n) 为 n 个元素所张成
的自由群, 则 F (n) t F (m) 是 F (n) 和 F (m) 的自由积, 即为 F (n+m), 因此在 T 中
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有 F (n) ' F (1)n. 那么此时令 A 为 Set 中的 T-代数, 且记 G = A(F (1)), 则可写出 G

上的代数运算为

G×G ' A(F (2))
A((F (1)→F (2))op)−−−−−−−−−−−−→ A(F (1)) ' G

此处 (F (1)→ F (2))
op 定义为将 F (1) 的生成元映为 F (2) 的两个生成元的乘积的映射

之反. 从而 T-Alg(Set) ' Group, 此时也将 T 称为群的 Lawvere 理论.

注意到在上例中我们总是将代数结构的 Lawvere 理论取为其内某种子范畴的反范畴, 我
们引入以下术语对于这种结构进行规范化.

定义 3.2.4. . 令 C 为余完备 1-范畴, 称其为代数范畴是指存在具有有限余积的本质小全子
范畴 C0 ⊆ C 使得其沿 Yoneda 嵌入 y : C0 → Fun∏(Cop

0 , Set) 诱导出范畴等价

Fun∏(Cop
0 , Set) ∼→ C

此处, Fun∏ 是指保持乘积的函子所构成的全子范畴.

例 3.2.5. . 例 3.2.3 中例子便可使用代数范畴的语言重述:

• Set 是代数范畴, 此时 C0 ' Fin;

• Group 是代数范畴, 此时 C0 ' FreeFinGroup.

以下给出更多例子:

• Ab 是代数范畴, 此时 C0 为有限生成自由 Abel 群所构成的范畴;

• 令 R 为交换环, ModR 是代数范畴, 此时 C0 为有限生成投射 R-模所构成的全子范畴;

• 令 R 为交换环, R-Alg 是代数范畴, 此时 C0 为有限生成多项式代数 R[T1, · · · , Tn],
n > 0 所张成的全子范畴;

• 凝聚集范畴 Cond(Set) 是代数范畴, 此时 C0 为极不连通 pro-有限集所构成的范畴 (此
时其为大范畴, 但可沿小余极限生成 Cond(Set))1;

• 凝聚 Abel 群范畴 Cond(Ab) 是代数范畴, 此时 C0 为由极不连通 pro-有限集 S 所生成
的自由凝聚 Abel 群 Z[S] 的直和所构成的范畴 (也是大的);

• 凝聚环范畴 Cond(Ring) 是代数范畴, 此时 C0 为由极不连通 pro-有限集 S 所生成的自
由凝聚 Abel 幺半群 N[S] 生成的自由凝聚 Abel 群 Z[N[S]] 所构成的范畴, 读者可以发
现, 这实际上是自由凝聚环所构成的范畴.

1若考虑轻的版本无非是加上可度量条件.

66



Chapter 3. 同调代数

使用紧投射对象可以更加精确地描述定义 3.2.4 中的 C0. 紧对象已在定义 2.1.23 中回
顾, 现在来回顾投射对象定义 (对于以下定义进行 1-截断可得到 1-范畴的版本):

定义 3.2.6. . 令 C 为范畴, 称紧对象 X ∈ C 是投射的指 HomC(X,−) : C → Ani 保持单纯
对象的几何实现.

注记 3.2.7. . 上述定义中, 若直接定义紧投射对象, 则为 HomC(X,−) 保持筛余极限2, 不
过由于此时我们已经选定 X 为紧对象, 因此只需保持几何实现 (筛余极限 = 几何实现 + 滤
余极限). 此外, 几何实现的 1-截断是自反余等子.

命题 3.2.8. . 1-范畴 C 是代数范畴当且仅当 C0 ' Ccp, 此处 Ccp 是紧投射对象所生成的子
范畴.

证明. [Cesnavicius and Scholze, 2024, Proposition 5.1.2].

接下来我们的目标是探讨 Ani 上代数范畴的对应物.

定义 3.2.9. (非 Abel 导出范畴). 令 C 为带有限余积的范畴, 则 C 的非 Abel 导出范畴
PShΣ(C) 定义为 PSh(C) 中保持乘积的预层所构成的全子范畴.

注记 3.2.10. . 根据 [Pstrągowski, 2023] 的建议. 在下文中, 我们将保持乘积的预层称为球
状预层.

定义 3.2.11. . 令 C 为带有有限积的范畴, 记 A := sAlg(C)为全体保持乘积的 F : C → sSet
所张成的全子范畴 (即取值于单纯集的代数结构). 则 A 具有以下单纯模型结构:

弱等价 弱等价为对于全体 c ∈ A, α(c) : F (c) → F ′(c) 为单纯集的弱同伦等价的自然变换
α : F ⇒ F ′.

纤维化 纤维化为对于全体 c ∈ A, α(c) : F (c)→ F ′(c) 为 Kan 纤维化的自然变换 α : F ⇒ F ′.

推论 3.2.12. . 有范畴等价 Nhc(A◦)→ PShΣ((C)op).

由此看出, 非 Abel 导出范畴实际上是关于 Fun∏(C, sSet) 的弱等价进行局部化, 因此生
象集 (群/Abel群/环)范畴实际上是指单纯集 (群/Abel群/环)所构成的范畴 (而非 1-范畴).

证明. [Lurie, 2009b, Corollary 5.5.9.3].

不难发现, C 就是 Lawvere 理论 T 的反范畴, 或者说它起到定义 3.2.4 中 C0 的作用, 因
此可如下定义代数范畴在 Ani 上的版本.

定义 3.2.13. . 对于代数范畴 C, 称 C 的生象化为 C0 的非 Abel 导出范畴, 记为 Ani(C).

以下给出例 3.2.5 所对应的生象化:
2关于筛余极限内容请见香蕉空间词条.
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例 3.2.14. . • Ani(Set) ' Ani, 因此也称生象为生象集, 这表示生象是导出意义下的集
合;

• Ani(Group) ' Grp, 即群的生象化为 E1-群;

• 根据推论 3.2.12 以及命题 3.1.12, Ani(Ab) ' D≥0(Z);

• 类似地, 令 R 为交换环, 则 Ani(ModR) ' D≥0(R);

• 令 R 为交换环, 则称 Ani(R-Alg) 为生象 R-代数;

• 根据 [Scholze and Clausen, 2019, Lemma 11.8], Ani(Cond(Set)) ' Cond(Ani)为凝聚态
生象;

• Ani(Cond(Ab)) ' D≥0(Cond(Ab));

• Ani(Cond(Ring)) 被称为凝聚态生象环.

我们将代数范畴的生象化称为导出代数 (或生象代数), 基于其所得到的代数几何理论称
为导出代数几何, 其中最全面的著作为 [Lurie, 2018b, Chapter 25] 以及 [Lurie, 2009a].

3.2.2 Abel 范畴的非 Abel 导出范畴

在 3.1.3 节我们使用微分分次脉的方式首次刻画了 Grothendieck Abel 范畴的无界导出
范畴, 但是这种刻画方式没有那么 “稳定同伦”. 在本节中, 我们将使用 [Pstrągowski, 2022, §
2.5] 另一种方式刻画无界导出范畴.

注记 3.2.15. . 在本节中, 我们会考虑取值于 Sp 上的预层 (实际上也可以考虑层), 这套理
论可见于 [Lurie, 2018b, § 1.3.2]

记号 3.2.16. . 令 C 为带有有限余积的范畴, 则记 PShΣ(C, Sp) ⊆ Fun(Cop, Sp) 为取值
在 Sp 上的球状预层所构成的范畴. 若 C 为景 (或超完备景), 则类似定义 ShvΣ(C, Sp) (或
ŜhvΣ(C, Sp)).

命题 3.2.17. . PShΣ(C, Sp) 是 PSh(C) 的稳定化 (定义 2.2.28). 特别地, 它是可表现稳定
范畴.

证明. 这是 [Lurie, 2018b, Remark 1.3.2.2] 的变体.

接下来给出生象化与 Grothendieck Abel 范畴间的关系.

命题 3.2.18. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 同时为代数范畴, 则 Acp ↪→ A 诱导出唯
一的范畴等价 Ani(A) ' D≥0(A).

证明. 这是 [Lurie, 2017, Proposition 1.3.3.14] 的变体.
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结合命题 3.2.17 可知

命题 3.2.19. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 同时为代数范畴, 则 Acp ↪→ A 诱导出唯
一的范畴等价

D(A) ' PShΣ(Aop
0 , Sp).

事实上, 可以去掉代数范畴这一条件, 不过需要引入合适的 Grothendieck 拓扑:

定义 3.2.20. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, 称全子范畴 P ⊆ A 为紧生成元是指:

• P 本质小;

• P 由紧对象构成;

• P 沿余极限生成 A;

• P 包含零对象;

• P 沿满射的拉回封闭.

此时 A 上带有以下 Grothendieck 预拓扑以构成景: 定义

Cov(A) := {(V ↠ U)}U∈C ,

即令单个态射为覆盖.

注记 3.2.21. . 注意到在证明 Freyd–Mitchell 嵌入定理 时我们就用过这个景.

以下定理说明只需要选取上述拓扑,我们可以将A视为 Fun∏(Pop, Set)沿上述Grothendieck
预拓扑进行下降得到的层范畴.

定理 3.2.22. (Goerss–Hopkins). 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, P 为其内紧生成元.
则 Yoneda 嵌入 y : P → Fun∏(Pop, Set) 诱导出全忠实嵌入

A ↪→ Fun∏(Pop, Set)

且其可进一步诱导出范畴等价
A ' ShΣ(P, Set).

证明. [Goerss and Hopkins, 2005, Proposition 2.1.12]

定理 3.2.23. . 令 A 为 Grothendieck Abel 范畴, P 为其内任意紧生成元. 则 P ↪→ A 诱导
出唯一的范畴等价

ŜhvΣ(P, Sp) ' D(A).

证明. [Pstrągowski, 2022, Theorem 2.64]
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